Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Equations et inéquations trigonométriques

Chapitre 11

Equation cosz = a

Théoréme
Soit a € R.
1. Si|a| > 1, I"équation cosx = a n’a aucune solution.

2. Si |a] <1, il existe un unique réel a € [0, 7] tel que cosa = a, et ’ensemble des solutions

sur R est :

S ={a+2knr | keZ}U{—a+2kr|keZ}

Géométriquement : sur le cercle trigonométrique, deux points symétriques par rapport a

I’axe des abscisses.
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Exemple. Résoudre cosz = 5. o = F (car cos(%) = 3). Solutions : # = + 2km ouz = —% +
2km, k € 7.
Equation sinz = a
Théoréme
Soit a € R.
1. Si|a|] > 1, aucune solution.
2. Si |a| <1, il existe un unique a € [—%, 5] tel que sina = a, et :
S={a+2kr |keZ}U{n—a+2kn | keZ}
Géométriquement : deux points symétriques par rapport a I’axe des ordonnées.
Exemple. Résoudre sinx = @ a = 7. Solutions : x = 7 + 2km ou x =7 — § + 2km = ?ﬂf +

2km, k € Z.
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Equation tanz = a

Théoréme

Pour tout a € R, il existe un unique o €] — 7, 7[ tel que tana = a, et :
S={a+kn|kelZ}

La période est m (et non 27) car la tangente est m-périodique.

Exemple. Résoudre tanz = 1. a = 7. Solutions : x = § + km, k € Z.

Equations dérivées

cosu =cosv et sinu = sinv

Théoréme

1. cosu =cosv <> u=uv+2km ouu=—v+2kn (k € Z).
2. sihnu =sinv<=u=v+2krouu=m—v+2kn (k€ Z).
3. tanu =tanv <= u=v+kr (k € Z, u,v # § + nm).

Exemple. Résoudre cos(2z) = cos(z + §).
e Soit 2 =z + § + 2k, soit x = § + 2km.
e Soit 2x = —(:v + %) + 2km, soit 3x = —% + 2km, soit r = —§ + %T’T

Solutions : a::§+2k7roua::—g+2k7”, ke Z.
Equations par factorisation

Exemple. Résoudre cosz x sinz = 0. cosz =0 ou sinz = 0 donc x = 5 + k7 ou z = km, ce
qui se résume a x = ’%’T, ke Z.

Exemple. Résoudre 2sin?z —sinz —1 = 0. Posons X =sinz:2X? - X -1=0,A=9, X =
louX = —%.
e sinzx =1<=z =7+ 2kn.

e sinz=—-1:a=

2 —§» donc # = —F + 2km ou w = 7 — (—F) + 2k = 7F + 2k

Inéquations trigonométriques

La méthode est graphique : on lit sur le cercle trigonométrique les arcs ot la condition est satisfaite.

Exemple. Résoudre cosz > 3 sur [0, 2r].
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L’égalité cosx = % donnez = § ouz = %’T Sur le cercle, les points d’abscisse > % correspondent
aux arcs proches de A(1;0). Sur [0, 27] :

S = [0, 3] U [%ﬁ,%].

Exemple. Résoudre sinx < \/75 sur [0, 27].

sinx = \@ donne z =  ouzx = 2?” Les ordonnées inférieures a \/75 sur le cercle correspondent a :

S:[o,z

d e zﬁ] |
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Linéarité auxiliaire acosxz + bsinx

Théoréme
Pour tous a,b non tous deux nuls, il existe R = va? + b% > 0 et un réel ¢ (uniques modulo

27) tels que :
acosz + bsinx = Rcos(z — ).

Le réel ¢ est défini par cosp = £ et sinp = }%.

Exemple. Réécrire cosz + v/3sinz sous forme Rcos(z —@). R=+1+3=2. cosp = 3 et
sin p = ‘/75, donc ¢ = %. Donc cosz + V3sinz = 2COS(.’E — %)

Application : résoudre cos z + v/3sinz = 1. Cela équivaut a 2 cos (—%) =1, soit cos(z — ) =

%. Douz—35=3+2krour—3=—%+2km Solutions:a:zz?”+2k7roux:2k7r,k€Z.
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