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Le calcul vectoriel dans le plan

Chapitre 6

Vecteurs et translations

Définition — Vecteur du plan

Soit 𝐴 et 𝐵 deux points du plan. Le vecteur 𝐴𝐵 est l’objet géométrique caractérisé par :

• sa direction (la droite (𝐴𝐵)),
• son sens (de 𝐴 vers 𝐵),

• sa norme (la longueur 𝐴𝐵).

Tous les vecteurs ayant les mêmes direction, sens et norme sont égaux : un vecteur n’est pas 

attaché à un point particulier.

Propriété — Caractérisation par les milieux

Soient 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 quatre points du plan. Alors :

𝐴𝐵 = 𝐶𝐷 ⟺ [𝐴𝐷] et [𝐵𝐶] ont le même milieu

(autrement dit, 𝐴𝐵𝐷𝐶 est un parallélogramme — éventuellement aplati).

Opérations sur les vecteurs

Somme — relation de Chasles

Théorème — Relation de Chasles

Pour tous points 𝐴, 𝐵, 𝐶 du plan :

𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 = 𝐴𝐶.

Propriété — Règle du parallélogramme

La somme 𝑢⃗ + ⃗𝑣 se construit en plaçant les deux vecteurs à partir d’un même point ; le vecteur 

somme est la diagonale du parallélogramme obtenu.

Multiplication par un scalaire
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Définition

Soit 𝑢⃗ un vecteur et 𝑘 ∈ ℝ. Le vecteur 𝑘𝑢⃗ a :

• même direction que 𝑢⃗,

• même sens si 𝑘 > 0, sens opposé si 𝑘 < 0,

• norme |𝑘| × ‖𝑢⃗‖.

Si 𝑘 = 0 ou 𝑢⃗ = ⃗0, alors 𝑘𝑢⃗ = ⃗0.

Propriété — Propriétés de calcul

Pour tous vecteurs 𝑢⃗, ⃗𝑣 et tous réels 𝑘, 𝑘′ :

1. 𝑘(𝑢⃗ + ⃗𝑣) = 𝑘𝑢⃗ + 𝑘 ⃗𝑣.
2. (𝑘 + 𝑘′)𝑢⃗ = 𝑘𝑢⃗ + 𝑘′𝑢⃗.

3. 𝑘(𝑘′𝑢⃗) = (𝑘𝑘′)𝑢⃗.

4. 1 × 𝑢⃗ = 𝑢⃗.

Colinéarité de deux vecteurs

Définition — Vecteurs colinéaires

Deux vecteurs 𝑢⃗ et ⃗𝑣 sont colinéaires s’il existe 𝑘 ∈ ℝ tel que ⃗𝑣 = 𝑘𝑢⃗, ou si 𝑢⃗ = ⃗0.

Propriété — Conséquences géométriques

1. Trois points 𝐴, 𝐵, 𝐶 sont alignés si et seulement si les vecteurs 𝐴𝐵 et 𝐴𝐶 sont colinéaires.

2. Deux droites (𝐴𝐵) et (𝐶𝐷) sont parallèles si et seulement si 𝐴𝐵 et 𝐶𝐷 sont colinéaires.

Milieu et centre de gravité

Théorème — Caractérisation vectorielle du milieu

𝐼 est le milieu de [𝐴𝐵] si et seulement si :

𝐴𝐼 = (1
2
) 𝐴𝐵, ou de manière équivalente 𝐼𝐴 + 𝐼𝐵 = ⃗0.

Théorème — Centre de gravité d'un triangle

Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle. Le centre de gravité 𝐺 est le point d’intersection des trois médianes. Il 

est caractérisé par :

𝐺𝐴 + 𝐺𝐵 + 𝐺𝐶 = ⃗0.

De manière équivalente, pour tout point 𝑀  du plan :

𝑀𝐺 = (1
3
)( 𝑀𝐴 + 𝑀𝐵 + 𝑀𝐶).
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Démonstration. Soit 𝐴′ le milieu de [𝐵𝐶]. La médiane (𝐴𝐴′) passe par 𝐺, et un résultat classique 

de géométrie affirme que 𝐺 est aux 2
3  de cette médiane à partir de 𝐴. Cela donne 𝐴𝐺 = (2

3) 𝐴𝐴′. 

En utilisant 𝐴𝐴′ = (1
2)( 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶), on obtient 𝐴𝐺 = (1

3)( 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶), puis le résultat vectoriel 

par Chasles. ∎

Base et coordonnées d’un vecteur

Définition — Base du plan

Une base du plan est un couple ( ⃗𝑖, ⃗𝑗) de deux vecteurs non colinéaires.

Théorème — Décomposition d'un vecteur

Soit ( ⃗𝑖, ⃗𝑗) une base du plan. Pour tout vecteur 𝑢⃗, il existe un unique couple de réels (𝑥, 𝑦) 
tel que :

𝑢⃗ = 𝑥 ⃗𝑖 + 𝑦 ⃗𝑗.

Les nombres 𝑥 et 𝑦 sont les coordonnées du vecteur 𝑢⃗ dans la base ( ⃗𝑖, ⃗𝑗). On note 𝑢⃗(𝑥; 𝑦) 
ou 𝑢⃗(𝑥

𝑦).

Exemple. Dans la base ( ⃗𝑖, ⃗𝑗), 𝑢⃗ = 2 ⃗𝑖 − 3 ⃗𝑗 a pour coordonnées (2; −3).

Coordonnées d’une somme et d’un produit par un scalaire

Propriété

Soient 𝑢⃗(𝑥; 𝑦) et ⃗𝑣(𝑥′; 𝑦′) dans une base ( ⃗𝑖, ⃗𝑗), et 𝑘 ∈ ℝ.

1. 𝑢⃗ + ⃗𝑣 a pour coordonnées (𝑥 + 𝑥′; 𝑦 + 𝑦′).
2. 𝑘𝑢⃗ a pour coordonnées (𝑘𝑥; 𝑘𝑦).
3. 𝑢⃗ = ⃗𝑣 ⟺ 𝑥 = 𝑥′ et 𝑦 = 𝑦′.

Coordonnées de 𝐴𝐵

Si l’on rapporte le plan à un repère (𝑂, ⃗𝑖, ⃗𝑗), et que 𝐴 et 𝐵 ont pour coordonnées 𝐴(𝑥𝐴; 𝑦𝐴) et 
𝐵(𝑥𝐵; 𝑦𝐵), alors :

𝐴𝐵(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴; 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴).

Exemple. Soient 𝐴(1; 2) et 𝐵(4; −1) dans un repère du plan. 𝐴𝐵(3; −3).
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Critère de colinéarité par les coordonnées

Théorème — Déterminant et colinéarité

Soient 𝑢⃗(𝑥; 𝑦) et ⃗𝑣(𝑥′; 𝑦′) dans une base du plan. Le déterminant de (𝑢⃗, ⃗𝑣) est :

det(𝑢⃗, ⃗𝑣) = 𝑥𝑦′ − 𝑥′𝑦.

Alors :

𝑢⃗ et ⃗𝑣 sont colinéaires ⟺ 𝑥𝑦′ − 𝑥′𝑦 = 0.

Démonstration. Si ⃗𝑣 = 𝑘𝑢⃗, alors 𝑥′ = 𝑘𝑥 et 𝑦′ = 𝑘𝑦, donc 𝑥𝑦′ − 𝑥′𝑦 = 𝑥(𝑘𝑦) − (𝑘𝑥)𝑦 = 0. Réci­

proquement, si 𝑥𝑦′ − 𝑥′𝑦 = 0 et 𝑢⃗ ≠ ⃗0 (au moins 𝑥 ≠ 0 ou 𝑦 ≠ 0), alors les vecteurs sont 

proportionnels (à vérifier en exercice). ∎

Exemple. 𝑢⃗(2; −3) et ⃗𝑣(−4; 6) : 2 × 6 − (−4) × (−3) = 12 − 12 = 0. Donc 𝑢⃗ et ⃗𝑣 sont colinéaires 

( ⃗𝑣 = −2𝑢⃗).

Exemple. Trois points 𝐴(1; 2), 𝐵(3; 5), 𝐶(7; 11) sont-ils alignés ? 𝐴𝐵(2; 3) et 𝐴𝐶(6; 9). Déter­

minant : 2 × 9 − 6 × 3 = 18 − 18 = 0. Oui, alignés.
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