Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Corrigés — Les polynomes

Chapitre 4

Calcul et opérations

Solution 1.

1. B : degré 4, coefficient dominant 3.

2. Bb,=(zx—1)(z+2)(x—3) : trois facteurs du premier degré, donc degré 3, coefficient
dominant 1.

3. L =2z +1)2—422 =422 + 4v + 1 — 42? = 42 + 1 : degré 1, coefficient dominant 4.

Solution 2.

1. A+ B=23+(—2+ 122 +z+(5-3) =23 —22 +z + 2.

2. A—2B=12%—2224+5—-2(2 + v —3) =23 — 42> — 2z + 11.

3. Ax B= (23 —222+5)(2? + 2z —3) =2° + 2* — 32% — 22" — 223 + 622 + 52? + 5z — 15 =
x® — x* — 523 4+ 1122 4+ 52 — 15. Degré 5.

Solution 3.

()2 —1=(z—1)(z?+z+1). DoncQ=z>+z+1, R=0.

(b) Division de 223 + 322 —z + 4 par 2% + 1 : 223 + 2% = 2z. 2z(2? + 1) = 22 + 2z. Reste
partiel : 3z2 — 3z + 4. 322 + 2% = 3. 3(z? + 1) = 3z? + 3. Reste : —3z + 1. Donc Q = 2z + 3,
R=-3z+1.

(c) 2t —32% + 2 = (2% — 1)(2% — 2) (factorisation directe). Donc Q = 22 — 2, R = 0.

Identités remarquables

Solution 4.

L. (z+5)?— (z —5)2 = (22 + 10z + 25) — (2% — 10z + 25) = 20z.

2. (2a — 3b)(2a + 3b) = (2a)? — (3b)? = 4a? — 9b2.

3. (x—1)>+ (z + 1) : utiliser a® + b® = (a + b)(a* —ab+b?) aveca=z—1,b=z+1:a+
b = 2z ; ou développer. Le résultat est 22 + 6z = 2z(z? + 3).

Solution 5.
1. 922 — 25 = (3z — 5)(3z + 5).
2. 4a® 4 12ab + 96 = (2a + 3b)%.
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3. 2% —27= (2 —3)(z2 + 3z +9).
4. 28 +8=(r+2)(z® — 2z +4).
5. a3 +3a®>+3a+1=(a+1)>3.

Racines et factorisation

Solution 6.

1. PA)=1-2-5+6=0v ; P(—2)=—8—8+10+6=0v ; P(3) =27 — 18 — 15+ 6 =
0v.

2. Trois racines pour un polynéme de degré 3 : P(z) = (z — 1)(z + 2)(z — 3).

Vérification : (z — 1)(z + 2) = 22 + z — 2 ; multiplier par (z — 3) : 2% + 22 — 2z — 322 — 3z +
6 =12 —2z> —5x+6. v

Solution 7.
P(-1)=—1+4+144—4=0;P2)=84+4—8—-4=0; P(—2)=—-8+4+8—4=0. Donc
P a trois racines —2,—1, 2.

Comme P est de degré 3, P(z) = (z + 1)(z — 2)(z + 2).

Trinéme du second degré

Solution 8.

(a) P(z) =2? —5z+6. A=25—24=1>0. Racines : z; = 51 =2, 2, =31 = 3. P(z) =
(x — 2)(xz — 3). Signe : positif sauf entre 2 et 3 ou il est négatif.

(b) Q(z) = —22? + 4o — 2= —2(2%2 — 2z + 1) = —2(x — 1)%. A =16 — 16 = 0. Racine double
zy = 1. Signe : Q(z) < 0 partout, Q(1) = 0.

(¢) R(z) =2>+x+1. A=1—4=-3<0. Aucune racine réelle. Signe : positif partout
(méme signe que a = 1).

(d) S(z)=3z>—Tz+2. A=49—24=25. Racines o, =22=1 z,=15=2 S(z)=

3(x — 3)(x —2) = (3z — 1)(z — 2). Signe : positif hors [$,2], négatif dedans.

Solution 9.
(@) f(z) =22 -4z +1=(z—2)2 -4+ 1= (x —2)? — 3. Minimum —3 atteint en = = 2.

(b) g(z) =2(z*+6z)+7=2[(z+3)>—9] + 7=2(z + 3)*> — 11. Minimum —11 atteint en
T =—3.

Solution 10.
Les nombres z,y sont les racines de T? — ST + P =0 avec S =z +y, P = zy.
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1. $=8, P =15 Racinesde T? —8T +15=0: A=64—60 =4, T = 3 ou 5. Donc {z,y} =
{3,5}.

2. 8§=-3, P=-10. T?4+3T—-10=0, A=9+40=49, T == =2 ou —5. {z,y} =
{-5,2}.

3. S=4,P=5T?—-4T+5=0, A=16—20 = —4 < 0. Aucune solution réelle.

Synthese

Solution 11.

1. P1)=1-7+6=0.

2. Division de P par (z —1) : on a P(z) = (z — 1)Q(z). Calcul : 22 — 72 + 6 = (z — 1)(2? +
z — 6). Vérification : développer.

3. 22+ 2 —6=(z+3)(z—2) (somme —1, produit —6). Donc P(z) = (x — 1)(z — 2)(z + 3),
et P(z) =0« z € {-3,1,2}.

Solution 12.

1. f(1)=1—(a+1)+a=0.Donc 1 est racine.

2. f(z) = (x — 1)(x — a) (autre racine est a par produit 1 x a = a).
3. Racine double ssi a = 1. Alors f(z) = (z — 1)%.

Solution 13.

1. X = 2. L’équation devient X2 —5X +4=0,A=25—-16=9, X =1ou X = 4.
2. Donc 22 =1 ou 22 = 4, soit x € {—2,—1,1,2}.

3. P(z) =(x—1)(z+1)(z —2)(z + 2).
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