Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Exercices type controle — Entiers naturels et
arithmétique

Chapitre 1

Division euclidienne

Exercice 1.

1. Effectuer la division euclidienne de 2025 par 47.

2. Dans la division euclidienne d’un entier n par 17, le reste est 11 et le quotient est le double du
reste. Déterminer n.

3. Déterminer les entiers naturels n dont le quotient et le reste dans la division euclidienne par 7
sont égaux.

Solution 1.

1. 47 x 43 = 2021 et 2021 4+ 4 = 2025, donc 2025 = 47 x 43 + 4 : quotient 43, reste 4 (et 0 <
4 < 47).

2. n=17¢g+ 11 avec g =2 x 11 =22 : n =374+ 11 = 385.

3. n=Tqg+r avec r=q e 0<r<7 donc n=8¢ avec qe€{0,1,..,6} : n¢€
{0, 8,16, 24, 32, 40, 48}.

Divisibilité

Exercice 2.
1. Soient a,b, ¢ des entiers naturels. Démontrer que si a | b et a | ¢, alors a | (3b + 2¢).
2. Déterminer les entiers naturels n tels que (n + 3) divise (n +9).

Solution 2.

1. Si b= ak et ¢ = al, alors 3b 4+ 2¢ = 3ak + 2al = a(3k + 2l), donc a divise 3b + 2c.

22.n4+9=Mm+3)+6. Si (n+3)|(n+9), alors (n+3) divise (n+9) — (n+3) =6. Les
diviseurs de 6 sont 1,2,3,6 ; commen+3>3,onan+3=3oun+3=26, soit n =0 ou
n = 3. Vérification : 3 | 9 et 6 | 12.

Nombres premiers

Exercice 3.
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1. Le nombre 221 est-il premier ?
2. Décomposer en produit de facteurs premiers 1001 et 2024.
3. Combien 2024 possede-t-il de diviseurs ?

Solution 3.

1. v/221 ~ 14,9 : on teste les nombres premiers 2,3,5,7,11,13. 221 = 13 x 17, donc 221 n’est
pas premier.

2. 1001 =7 x 143 =7 x 11 x 13 ; 2024 = 23 x 253 = 23 x 11 x 23.

3. Un diviseur de 2024 = 23 x 11 x 23 s’écrit 2 x 1179 x 23 aveci € {0,1,2,3},5 € {0,1}, k €
{0,1} : 4 x 2 x 2 = 16 diviseurs.

PGCD, PPCM et algorithme d’Euclide

Exercice 4.

1. Calculer pged(1071,462) par 'algorithme d’Euclide, puis ppem (1071, 462).

2. On veut carreler une piece rectangulaire de 1071 cm sur 462 cm avec des carreaux carrés
identiques, sans découpe, les plus grands possibles. Quelle est la taille des carreaux et combien
en faut-il 7

Solution 4.

1. 1071 = 462 x 2 + 147 ; 462 = 147 x 3+ 21 ; 147 =21 x 7+ 0. Donc pged(1071,462) = 21
et ppem(1071,462) = 19722462 — 57 x 462 = 23 562.

2. Le co6té des carreaux doit diviser 1071 et 462 ; le plus grand possible est pged(1071,462) =
21 cm. Il faut (1071) X (462) =51 x22= 1122 carreaux.

Nombres premiers entre eux

Exercice 5.

1. Deux bus partent ensemble d’une gare a 6 h. Le premier repart toutes les 24 minutes, le second
toutes les 36 minutes. A quelle heure repartent-ils ensemble pour la premiere fois 7

2. Déterminer tous les couples (a,b) d’entiers naturels tels que a <b, pged(a,b) =12 et
ppcm(a, b) = 252.

Solution 5.

1. Le prochain départ commun a lieu au bout de ppcm(24, 36) minutes. 24 = 23 x 3 et 36 =
22 x 32, donc ppecm = 22 x 32 = 72 minutes : & 7 h 12.

2. On écrit a = 12a’ et b = 120" avec a’ et b’ premiers entre eux. Alors ab = pged X ppem =
12 x 252 = 3024, donc a’b’ = 29221 = 21. Les couples (a’,b’) premiers entre eux avec a’ < b’
et a’b’ =21 sont (1,21) et (3,7). D’ou (a,b) = (12,252) ou (a,b) = (36, 84).
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