Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Corrigés — Structures algébriques

Chapitre 10

Solution 1.

1. (N, +4) : associative, commutative, neutre 0. Pas d’inverses (—1 ¢ N). Monoide, pas
groupe.

2. (Z, x) : associative, commutative, neutre 1. Inverses seulement pour +1. Monoide.
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3. (Z*, x) : associative, commutative. Pas de neutre... 1 € Z* donc neutre 1. Inverse de n :
Z* sauf si n = +1. Pas groupe.

4. (R,*) : z*xy =x+y+ xy. Commutative. Associative (vérifier). Neutre e : x + e+ ze =
x < e(l+4+z)=0. Si on veut e fixe indep. de  : e =0 (avec 04+ 0+ 0 = 0, oui). Inverse :
o' +x+zz’ =0,2'(1+2)=—z, 2’ =—7F pour z # —1. Groupe sur R\ {—1}.

Solution 2.
(1) x (=1)=1,1 x1=1. Loi interne. Associative, commutative, neutre 1, inverse =
soi-méme. Groupe.

Solution 3.
(Z,+) : classique. 27Z : contient 0, stable par 4+ (somme de pairs = pair), stable par — (— d’un
pair = pair). Sous-groupe.

Solution 4.

Composition associative (vraie pour toute application). Rotation de centre Q et angle 0 =
identité (neutre). Inverse de Rg, 4 : Rq g Loi de composition : Rqp, ° Ro g, = Ra g, 16,- Interne
et commutative. Groupe abélien.

Solution 5.

flx+y) =e*tV =e” x e¥ = f(x) X f(y). Morphisme. Injective : e* =e¥ = z =y (log). Sur-
jective de R vers R* : non — e® > 0, donc image = R, pas R*. Donc non surjectif vers R*,
mais oui vers RY.

Solution 6.
f(AB) = det(AB) = det A x det B = f(A) x f(B). Morphisme.

Solution 7.

Unicité du neutre : supposons e, e’ neutres. e x e’ = e (car e’ neutre) et exe’ =e’ (car e
neutre). Donc e = €’. Unicité du symétrique : supposons z’, z” symétriques de z. " = x"
e=z'*(xxz")= (2" xx)*xz”" =exz” =2z".
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Solution 8.
(axb)x(bt*xa')=ax(bxb')xal=axexa ! =axa!=e Par unicité du symé-
trique, (ab)™! =bta .

Solution 9.

n premier = corps : tout a # Omodn vérifie PGCD(a,n) = 1, Bézout donne au + nv =
1, soit au = 1mod n. L’inverse existe. n composé = pas corps : n =ab avec 1 < a,b < n.
Alors ab = 0 mod n, donc a divise zéro — n’est pas inversible (diviseur de zéro).




