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Probabilités

Chapitre 12

Dénombrement (rappels)

On rappelle pour un ensemble fini de cardinal n :

e Nombre de permutations : n!.
n!

o Nombre d’arrangements de p éléments parmi n : AP = =TIk
n

o Nombre de combinaisons de p éléments parmi n : (;) = ST

Propriété — Formule du binéme

n __ N n n—
(a+b)" = k=0<k)akb k.

Univers, événements, probabilité

Définition
On appelle expérience aléatoire une expérience dont l'issue dépend du hasard. L’ensemble
des issues possibles est 'univers 2. Un événement est une partie de 2.

Deux événements A, B sont :
e incompatibles si ANB =10 ;
o contraires si B =\ A (noté A).

Définition

Une probabilité sur un univers fini 2 est une application P : P(Q) — [0, 1] telle que :
1. P(2) =1,

2. pour A, B incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B).

Propriété — Propriétés

1. P(B) =0.

2. P(A) =1— P(A).

3. P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
4. Si A C B, alors P(A) < P(B).
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Propriété — Equiprobabilité
Si toutes les issues de 2 sont équiprobables :

P(A) = card(A)  cas favorables

card(2)  cas possibles

Probabilité conditionnelle

Définition
Soit B un événement tel que P(B) # 0. La probabilité conditionnelle de A sachant B est :
P(ANB)

On en déduit la formule des probabilités composées :

P(ANB)=P(B)x P(A| B) = P(A) x P(B | A).

Théoréeme — Formule des probabilités totales
Si By, ..., B,, forment une partition de € (deux & deux incompatibles et d’union ) avec chaque
P(B;) > 0, alors pour tout événement A :

P(A)=> P(B) x P(A| B,).

n
=1

Théoreme — Formule de Bayes
Sous les mémes hypotheses, pour P(A) # 0 :

P(By,)P(A | By)
> P(B)P(A| B)

=1 ¢

P(By | A) =

Indépendance

Définition
Deux événements A, B sont indépendants si :

P(ANB)=P(A) x P(B).
De fagon équivalente (si P(B) #0) : P(A | B) = P(A).

Propriété

Si A et B sont indépendants, il en est de méme pour A et B, pour A et B, pour A et B.



Chapitre 12 Probabilités

Variable aléatoire

Définition
Une variable aléatoire réelle (VA) sur Q est une application X : Q@ — R. Son support est
X(Q) ={z,...,z,}. Laloi de X est la donnée des p;, = P(X = ;).

Définition — Espérance, variance
Pour une VA X de support {z;,...,x,} :
n
E(X)=> z,P(X=g,), V(X)=E(X-E(X))?).
i—1

L’écart-type est o(X) = /V(X).

Propriété
1. V(X) = B(X?) — B(X)2.
2. E(aX +b)=aE(X)+b;V(aX +b)=a*V(X).

Loi binomiale

Définition

Une épreuve de Bernoulli de parametre p € [0, 1] est une expérience a deux issues : succes
(proba p) et échec (proba 1 —p). Un schéma de Bernoulli est la répétition de n épreuves
indépendantes.

Définition
Soit X le nombre de succes dans un schéma de Bernoulli (n, p). Alors X suit une loi binomiale
notée X ~ B(n,p), avec :

P(X =k) = (”)pm —p)k ke {0,..,n}

Propriété

Si X ~ B(n,p) :

1. B(X)=mnp;

2. V(X)=np(1—p);

3. o(X) =+/np(1—0p).

Exemple. On lance une piece équilibrée 10 fois. Soit X le nombre de piles. Alors X ~ ’B(lO, %),

E(X)=5V(X)=2{,}5. P(X =7) = (2*)(2)"" = 22 ~ 0{, }117.
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