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Corrigés — Espaces vectoriels

Chapitre 11

Solution 1.

1. F : (0, 0, 0) ∈ 𝐹 . Stable par + et scal. Sous-espace.

2. G : ne contient pas (0, 0, 0). Pas sous-espace.

3. H : (1, 0, 0) ∈ 𝐻 et (0, 1, 0) ∈ 𝐻, somme (1, 1, 0) avec 𝑥𝑦 = 1 ≠ 0. Pas stable.

4. K : (0, 0, 0) ∈ 𝐾. Si (𝑥, 𝑦, 𝑧), (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) ∈ 𝐾, somme vérifie (𝑥 + 𝑥′) = 2(𝑦 + 𝑦′), (𝑧 + 𝑧′) =
−(𝑦 + 𝑦′). ✓ Sous-espace.

Solution 2.

1. 𝑢3 = 𝑢1 + 𝑢2. Liée.

2. Déterminant : 1 × 5 × 9 + 2 × 6 × 7 + 3 × 4 × 8 − 3 × 5 × 7 − 2 × 4 × 9 − 1 × 6 × 8 = 45 +
84 + 96 − 105 − 72 − 48 = 0. Liée.

3. Déterminant : 1(1 − 0) − 1(0 − 1) + 0 = 1 + 1 = 2 ≠ 0. Libre.

Solution 3.

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 0. Paramétrer avec 𝑦 = 𝑠, 𝑧 = 𝑡 : 𝑥 = −2𝑠 + 𝑡. Vecteur générique : (−2𝑠 + 𝑡, 𝑠, 𝑡) =
𝑠(−2, 1, 0) + 𝑡(1, 0, 1). Base : {(−2, 1, 0), (1, 0, 1)}. Dimension 2.

Solution 4.

Libre : 𝜆0 + 𝜆1𝑋 + 𝜆2𝑋2 = 0 pour tout 𝑋 implique 𝜆0 = 𝜆1 = 𝜆2 = 0 (polynôme nul). Géné­

ratrice de ℝ2[𝑋] par définition. Base. Dimension 3.

Solution 5.

Si ⃗0 est dans la famille, alors 1 × ⃗0 + 0 × 𝑢2 +… = ⃗0 est une combinaison non triviale nulle. 

Liée.

Solution 6.

Soit (𝑢1,…, 𝑢𝑘) libre et une sous-famille ( 𝑢𝑖1 ,…, 𝑢𝑖𝑗). Si 𝜆1 𝑢𝑖1 +…+ 𝜆𝑗 𝑢𝑖𝑗 = ⃗0, c’est une 

combinaison de la famille complète (avec les autres coefficients nuls). Par liberté, tous 𝜆 = 0.

Solution 7.

1. 𝑓((𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) + (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)) = (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑦1 + 𝑦2, 𝑦1 + 𝑦2 − 𝑧1 − 𝑧2) = 𝑓(𝑢1) + 𝑓(𝑢2). Idem 

scal.

2. Noyau : 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝑦 − 𝑧 = 0. Donc 𝑦 = 𝑧, 𝑥 = −𝑦. Paramétrer : 𝑦 = 𝑡, (−𝑡, 𝑡, 𝑡) = 𝑡(−1, 1, 1). 
Dim Ker = 1.
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3. Image : 𝑓 va de ℝ3 vers ℝ2. 𝑓 surjective ? 𝑓(1, 0, 0) = (1, 0) et 𝑓(0, 0,−1) = (0, 1). Oui, Im 

= ℝ2.

4. 3 = 1 + 2. ✓

Solution 8.

Soient 𝐹,𝐺 sous-espaces. 𝐹 ∩ 𝐺 contient ⃗0. Stable par + : si 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺, alors 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐹  (par 

stabilité de 𝐹 ) et in 𝐺. Idem scalaire.

Solution 9.

Contre-exemple : 𝐹 = axe (𝑂𝑥), 𝐺 = axe (𝑂𝑦). 𝐹 ∪ 𝐺 contient (1, 0) et (0, 1) mais pas leur 

somme (1, 1) (qui n’est ni dans 𝐹  ni dans 𝐺). Pas sous-espace.
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