Mathématiques - 2éme Bac Sciences Mathématiques A

Exercices type bac — Suites numériques

Chapitre 3

Monotonie, majoration et limite

. . . , . _ 3n+1
Exercice 1. Soit (u,,) la Sulte définie pour n € N par u,, = St
1. Montrer que u,, = 3 — =5 et en déduire que (u,,) est majorée par 3.
2. Etudier la monotonie de ( n)-
3. Déterminer lim,,_, _ u,.
Solution 1.
3(n+2)-5 _ 3n+1 _
1. 3—n+2 —) —;‘+2—u Commen—+2>0 on au, <3.
2. un+1 U, = ni—i-Q = % = m > 0 : la suite est strictement croissante.
3. n—+2 — 0, donc limu,, = 3.

Suite arithmético-géométrique

Exercice 2. Soit (u,,) définie par uy =1 et u, ., = su, + 3.
1. On pose v,, = u,, — 6. Montrer que (v,,) est géométrique.

2. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n, et calculer limw,,.

3. Calculer S, = ug +u; + ... + u,.

Solution 2.

1. Upy1 = Uy —6=3u, +3—6=1(u, —6) =3v, : (v,) est gbométrique de raison 3 et de
premier terme Vg = —9.

2. v, = —5(%)", donc u,, =6 — 5(2) Comme —1 < <1, (%) — 0 et limwu,, = 6.

3.8, =" (6+v;)=6(n+1)+ OL)"H = 6(n + 1) — 10( (;)"”).
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Théoreme des gendarmes et limites usuelles

Exercice 3. Déterminer les limites des suites suivantes :

__ n+tcosn .
L. Up = n+l
2. v, =82 (pour n > 1) ;
2”+3”
3. w, = =5
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Solution 3.

1. —1 < cosn <1 donne Z—: <wu, <1 ;comme Z—;} — 1, le théoreme des gendarmes donne
limu, =1.

2. |v,| <+ — 0, donc limwv, = 0.

3w, =(2)"+1et (3)" 50car0<2<1:limw, =1

Suite récurrente : convergence monotone

Exercice 4. Soit (u,,) définie par ug = 0 et u,,; = 1/u, + 6.
1. Montrer par récurrence que pour tout n : 0 < u,, < 3.

2. Montrer que (u,,) est croissante.

3. En déduire que (u,,) converge et déterminer sa limite.

Solution 4.

1. Initialisation : uy = 0 € [0, 3]. Hérédité : si 0 < wu,, <3, alors 6 <wu, +6 <9, donc V6 <
U, 1 < 3, en particulier 0 < wu,,; < 3.

2. Comme u, >0 : u,,; >u, <= u, +6>u2 <= u2—u,—6<0<= (v, —3)(u, +2) <
0, vrai car 0 < u,, < 3.

3. Croissante et majorée par 3, la suite converge vers une limite L € [0,3]. La fonction z —
Vv + 6 étant continue, L = /L + 6, soit L? — L —6 =0, d'ot L =3 (la racine —2 est
exclue).

Suites adjacentes

3 3 A 3 n+ n
Exercice 5. Soient (u,) et (v,) définies par uy =1, vy =2 et, pour tout n : u, ; == 2” et
v — M

ntl = T 2 ¢
v,—Uu 7 . .
1. Montrer que v,,,; — u,,; = -7 et en déduire v,, — u,, en fonction de n.

2. Montrer que (u,,) est croissante et (v,,) décroissante.
3. En déduire que (u,,) et (v,,) sont adjacentes.
4. Montrer que la suite (u,, + 2v,,) est constante et déterminer la limite commune de (u,,) et (v,,).

Solution 5.

U,y g0 v, —U v, —Yntin - . 2
Loy —Upyq = 52—, = 2ot =2 -2 = "n"Be Ty suite (v, —u,) est géo-
it o et & p o — . = (L 500
métrique de raison 7 : v, —u, = (3 .
_ v,—u . _ Upy1 =V Up—u

2. Uy — U, =252>0eb v, —v, = 25" = n”4"<0.
3. (u,) croissante, (v,) décroissante et v, —u, = (3) — 0 : les suites sont adjacentes, donc

convergent vers une méme limite L.
4. Uy +20,0 = Uy + Uy U, = 2Uy, v, =, +v, +v, =u, +2v, : la suite est

n
constante, égale a uy + 2v, = 5. En passant a la limite, 3L = 5, donc L = %
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