Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Corrigés — Arithmétique dans Z

Chapitre 16

Solution 1.

1. —47 =5 x (—10) + 3, ¢ = —10,7 = 3.

2. —100 = (—7) x 15+ 5, ¢ = 15,7 = 5.

3. 2026 = (—13) x (—156) + —2.. r doit étre >0, donc 2026 = (—13) x (—156) + (—2) ne
marche pas. Reprenons : 2026 = 13 x 155 4+ 11 = (—13) x (—155) + 11. ¢ = —155,7 = 11.

Solution 2.
1071 =462 x 2 + 147. 462 = 147 x 3 +21. 147 =21 x 7+ 0. PGCD = 21.

Solution 3.
Euclide : 17=13+4. 13=4x3+ 1. Remonter : 1=13—-4x3=13—(17—13) x 3 =4 x
13 —3 x 17. Donc u = 4,v = —3.

Solution 4.

1. Modulo 5 : n peut valoir 0, 1,2, 3, 4. Calculer n® — n dans chaque cas, obtenir 0. Ou invoquer
le petit théoreme de Fermat.

2. n® —n =mn(n—1)(n+ 1) : produit de trois entiers consécutifs, I'un est divisible par 3.

Solution 5.

1. 3z =2mod 7. Inverse de 3mod 7:3 x 5 =15 = 1mod 7, donc inverse = 5. x = 10 = 3mod 7.

2. 6z = 4mod 10. PGCD(6,10) = 2 divise 4, donc possible. Simplifier par 2 : 3z = 2mod 5.
Inverse de 3mod 5:3x2=6=1. x = 4mod5.

Solution 6.
n(n+ 1)(2n + 1) : parmi trois facteurs, n(n + 1) est pair. Pour 3 : modulo 3, n,n+1,2n +1
couvrent tous les résidus (vérifier cas), donc I'un est divisible par 3. Donc 6 | n(n +1)(2n + 1).

Solution 7.
n=2k+1:n2—1=(Mn—-1)(n+1)=2kx (2k+2) =4k(k+1). Or k(k+ 1) est pair. Donc

n?—1=8x (4 e 8z.

Solution 8.
Solution particuliere : 5 x (—1) +3 x2=1. x5 = —1,y, = 2. Solution générale : x = —1 +
3t,y =2 — 5t pour t € Z.
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Solution 9.
Supposons p | ab et p premier avec a. Par Bézout, up + va = 1. Multiplier par b : upb + vab =
b. p divise les deux termes du membre de gauche, donc p | b.

Solution 10.
Modulo 10 : 7' =7,72=49=9,72 =63 =3,7* = 21 = 1. Cycle de longueur 4. 2026 = 4 x
506 + 2, donc 712026} = 72 = 9mod 10. Dernier chiffre : 9.




