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Produit scalaire dans l'espace

Chapitre 15

Définition et expression analytique

Définition
Pour deux vecteurs 𝑢⃗, ⃗𝑣 de l’espace :

𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣 = ‖𝑢⃗‖ × ‖ ⃗𝑣‖ × cos(𝑢⃗, ⃗𝑣).

En repère orthonormé (𝑂, ⃗𝑖, ⃗𝑗, 𝑘⃗) avec 𝑢⃗(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) et ⃗𝑣(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) :

𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2.

Propriétés

Propriété
1. Symétrie : 𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣 = ⃗𝑣 ⋅ 𝑢⃗.
2. Bilinéarité : (𝑢⃗ + 𝑤⃗) ⋅ ⃗𝑣 = 𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣 + 𝑤⃗ ⋅ ⃗𝑣 ; (𝑘𝑢⃗) ⋅ ⃗𝑣 = 𝑘(𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣).
3. Carré scalaire : 𝑢⃗ ⋅ 𝑢⃗ = ‖𝑢⃗‖2.
4. Orthogonalité : 𝑢⃗ ⟂ ⃗𝑣 ⟺ 𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣 = 0.
5. Inégalité de Cauchy-Schwarz : |𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣| ≤ ‖𝑢⃗‖ × ‖ ⃗𝑣‖.

Vecteur normal à un plan

Définition
Un vecteur 𝑛⃗ est normal à un plan (𝑃 ) s’il est orthogonal à tout vecteur directeur de (𝑃 ). En 

pratique : orthogonal à deux vecteurs non colinéaires du plan.

Théorème — Équation cartésienne du plan
En repère orthonormé, le plan passant par 𝐴(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) de vecteur normal 𝑛⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐) a pour 

équation :

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0,

soit 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 avec 𝑑 = −(𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0).
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Distance d’un point à un plan

Théorème
La distance du point 𝑀(𝑥𝑀 , 𝑦𝑀 , 𝑧𝑀) au plan 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 (avec (𝑎, 𝑏, 𝑐) ≠ (0, 0, 0)) 
est :

𝑑(𝑀,𝑃) = |𝑎𝑥𝑀 + 𝑏𝑦𝑀 + 𝑐𝑧𝑀 + 𝑑
|√

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
.

Équation d’une sphère

Théorème
La sphère de centre Ω(𝑎, 𝑏, 𝑐) et rayon 𝑅 > 0 a pour équation :

(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 + (𝑧 − 𝑐)2 = 𝑅2,

ou après développement 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾𝑧 + 𝛿 = 0 (forme générale, sphère ssi dis

criminant approprié > 0).

Projection orthogonale

Définition
Le projeté orthogonal du point 𝑀  sur un plan (𝑃 ) (resp. sur une droite (𝐷)) est le point 𝐻 de 

(𝑃 ) (resp. (𝐷)) tel que (𝑀𝐻) ⟂ (𝑃) (resp. (𝑀𝐻) ⟂ (𝐷)).

Le projeté sur une droite passant par 𝐴 de vecteur directeur 𝑢⃗ :

𝐻 = 𝐴+
𝐴𝑀 ⋅ 𝑢⃗
‖𝑢⃗‖2

× 𝑢⃗.

Applications

Exemple. Calcul d’un angle entre un plan et une droite : l’angle est le complément de l’angle 

entre la droite et le vecteur normal au plan. sin 𝜃 = |𝑢⃗ ⋅ 𝑛⃗ |
‖𝑢⃗‖ ‖𝑛⃗‖ .
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