Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Les suites numériques

Chapitre 7

Définition et notation

Définition — Suite numérique
Une suite numérique est une fonction v définie sur N (ou un sous-ensemble de la forme {ny,ny +

1,...}) a valeurs dans R. On note u,, 'image de n, appelée le terme d’indice n. La suite elle-
méme se note (u,) _ ou simplement (u,).

Exemple.
e u, =2n+1:uy;=1u; =3,uy =5,... (nombres impairs).
v, = < défini pour n > 1.

o w, défini par wy =1 et w,,; = 2w, (récurrence).
Modes de définition

Propriété
Une suite peut étre définie :
e par son expression explicite u,, = f(n) ;

e par une récurrence u,,, = f(u,) avec un premier terme donné ;
o par une description (la n-ieme décimale de m, etc.).

Sens de variation

Définition
Une suite (u,,) est :

o croissante si Vn,u,  ; > u, ;
o strictement croissante si Vn,u, ; > u, ;
décroissante | strictement décroissante : inégalités inversées ;

constante si Vn,u, . = u

)
monotone si elle est croissante ou décroissante.

Propriété — Méthodes standards
Pour étudier la monotonie :
1. Etudier le signe de Upip — U

n
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2. Si les termes sont strictement positifs, comparer % al.
3. Siu, = f(n) avec f définie sur [0, +oo[ monotone : la suite a le méme sens de variation.

Exemple. u, =n?>—3n. u, ., —u,=Mn+1)?>-3n+1)—n’+3n=2n+1—-3=2n—2.
Positif pour n > 1.

o uy =0,u; = —2 : décroissante de uy a u;.

e A partir de n = 1, croissante.

Suites arithmétiques

Définition
Une suite (u,,) est arithmétique de raison r € R si :

vneNu, , =u, +r.

Théoreme — Expression explicite
Si (u,,) arithmétique de premier terme u, et de raison r :

U, = Uy + nr,

et plus généralement u,, = u,, + (n — p)r pour tout p € N.

Théoréme — Somme des termes

Yo + Un

g+ u; +...+u, =(Mn+1)x 5

—kx premier + dernier

Plus généralement, pour une somme de k termes consécutifs : > >

Démonstration. Idée de la démonstration. Ecrire la somme dans les deux sens et additionner
terme a terme : chaque paire somme a uy +u,,, et il y en a n + 1. [ ]

Exemple. 1 +24 ... 4+ 100 = 100 X %ﬂ = 5050.

Suites géométriques

Définition
Une suite (u,,) est géométrique de raison q € R si :

VneNu, 1 =¢qXu,.
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Théoreme — Expression explicite
Si (u,,) géométrique de premier terme u, et de raison q :

— n
U, = Uy X q".

Théoréme — Somme des termes (q % 1)

1— qn+1

Si g =1, tous les termes valent u,, donc la somme vaut (n + 1)u,.

Exemple. Somme des n + 1 premieres puissances de 2 : 1 +2 44 4 ... + 2" =27+l 1,

Majoration et minoration

Définition

Une suite (u,,) est :

o majorée s'il existe M € R tel que Vn,u,, < M ;
o minorée s’il existe m € R tel que Vn,u,, > m ;

e bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemple.

e (u,) = ((—=1)") est bornée : —1 < u,, < 1.
e (u,) = (n) est minorée par 0, non majorée.
o (u,)= (%)n>1 est bornée : 0 < u,, < 1.

Propriété
Une suite géométrique (u,,) = (ugq™) avec ug > 0et ¢ >0 :
e Sig>1: strictement croissante, non majorée.

e Si0 < g<1:strictement décroissante, minorée par 0.
e Sig=1: constante.

Etude pratique d’une suite

On combine :

o calcul explicite éventuel ;

e variation ;

o majoration / minoration ;

e premiers termes numériques ;

interprétation (croissance démographique, intéréts, etc.).
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Exemple. Soit (u,,) définie par uy =1 et u, ., = u"2+3. Caleul : uy = 2,uy = 5,ug =11, ...
On conjecture u,, € [1,3] et (u,,) croissante.

Monotonie : u, ; —u, = u"TJr?’ — U, = 3_2u". Positif ssi u,, < 3.

Encadrement : si u, € [1,3], alors u,,; = u"2+3 appartient a [2,3] C [1,3]. Comme uy =1 €

[1,3], on a par une vérification immédiate que u,, € [1, 3] pour tout n.

D’ou (u,,) est croissante et majorée par 3.
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