Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Calcul trigonométrique

Chapitre 6

Formules d’addition

Théoréme — Addition et soustraction
Pour tous réels a, b :

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb,
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb,
sin(a 4+ b) = sinacosb + cosasin b,
sin(a — b) = sina cosb — cos asin b.

Démonstration. Esquisse. On démontre cos(a — b) = cosacosb + sinasinb via le produit sca-
laire de deux vecteurs unitaires d’angles a et b (vu au Chapitre 4). Les trois autres en découlent

par les formules cos(—z) = cosx, sin(—z) = —sinx et les relations sin 6 = cos(§ —0). [
Exemple. cos(75°) = cos(45° + 30°) = cos45° cos 30° — sin45°sin 30° = (@) (‘é) —

(F)) =2

Formules de duplication

Théoréme

2 2

cos(2a) = cos?a —sin?a = 2cos’a — 1 =1—2sin?q,

sin(2a) = 2sinacos a,

2tana

tan(2a) = sitana # +1.

1 —tan2a

Démonstration. Prendre b = a dans les formules d’addition. Pour cos(2a), utiliser 1'identité
fondamentale cos? 4 sin? = 1 pour obtenir les trois formes. [ |

Formules de linéarisation

Obtenues en réécrivant cos(2a) = 2cos?a — 1 et cos(2a) = 1 — 2sin%a :
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cos?a = HLS@G) sin?q = M'

2 ’ 2
Pour sinacosa = (3)sin(2a).
_ ™ _ V2
Exemple. sin®(%) = ! 0(2’5(4) _1 2 = 274\@'

Transformations somme—produit et produit—somme

Théoréme — Somme — produit
Ccosp + cosq = 2cos<p + q) cos(p — q),
2 2
B . (P+a\ . (P—q
cosp —cosq = —2sin > sin — )

sinp + sinq = ZSin(p;q) cos(pgq),

. o (;0+q) . (p—q>
sinp — sinq = 2 cos 2 sin 5 .

Ces formules sont utiles pour factoriser. La démonstration utilise les formules d’addition avec a =
ptq 1 _ p—q
7, 0="5"

Théoréme — Produit — somme
2cosacosb = cos(a —b) + cos(a + b),
2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b),

2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b).

Equations trigonométriques approfondies

Exemple. Résoudre cosz + sinz = 1.

Méthode. cosz +sinz = v/2cos(z — Z) = 1 donne cos(z — %) = %, soit x — § = +7 + 2km.
D’ou z = 2km ou z = § + 2km.

Exemple. Résoudre sin(2z) = cosz.

2sinz cosz — cosz = 0, soit cosz(2sinz — 1) = 0. Alors cosz =0 (z =% + k) ou sinz = 3
(z = % + 2km ou & = 5T + 2km).
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Formule de angle auxiliaire

Théoréme
Pour tous a, b non tous deux nuls, il existe R = v/a? 4+ b? et ¢ (unique modulo 27) tels que :

acosz + bsinx = Rcos(z — ¢),

(=

avec cosp = % et sinp = 2.

Cette formule est souvent la clef pour résoudre acosz + bsinz = c.
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