Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Limites et continuité

Chapitre 1

Rappels et approfondissement des limites

Les limites ont été introduites en lére Bac ; on les reprend plus rigoureusement.

Définition — Limite en un point (version précisée)
Soient f définie sur un voisinage de a € R et £ € R. lim__,, f(x) = ¢ signifie : pour tout € > 0,
il existe n > 0 tel que |z —a| <n = |f(z) —{| < e.

Définition — Limite en 1'infini
lim, ., o f(z) = £ signifie : pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que z > A = |f(z) —{| < e.

Théoréme des gendarmes (encadrement)

Théoréeme — Théoréme des gendarmes
Soient f, g, h trois fonctions et a € RU {4o00}. Si, sur un voisinage de a (sauf peut-étre en a) :

g9(z) < f(z) < h(z),

et lim, ,, g(z) =lim, ,, h(xz) = ¢, alors lim__,, f(z) = ¢.

sin x
T—+00 g

< Si‘;m < %, et limj:% = 0. Donc limSinTx =0.

]|~

Exemple. lim

Continuité

Définition
f est continue en a si a € Dy et lim,_,, f(z) = f(a). f est continue sur un intervalle I si elle
est continue en tout point de I.

Propriété

Toute fonction construite par somme, produit, quotient (hors zéro du dénominateur), compo-
sition de fonctions usuelles (polynomiales, rationnelles, racine, trigonométriques, exp, In) est
continue sur son domaine.
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Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

Théoreme — TVI
Soit f continue sur [a, b]. Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un ¢ €

[a, b] tel que f(c) = k.

Théoréme — Corollaire — existence d'un zéro
Si f est continue sur [a,b] et f(a) x f(b) <0, alors f admet au moins une racine dans |a, b[. Si

de plus f est strictement monotone, cette racine est unique.

Exemple. f(z) =23 +x —1. f(0) = —1 <0, f(1) =1 > 0. f est continue et strictement crois-
sante (car f’(z) = 3x2 + 1 > 0). Donc I’équation f(z) = 0 a une unique solution dans ]0, 1[.

Fonctions continues sur un segment

Théoréme
Toute fonction continue sur un segment [a,b] est bornée et atteint ses bornes : il existe

Ty Tpp € [a,b] tels que f(z,,) < f(z) < f(z,,) pour tout x € [a,b]. Conséquence : I'image
f([a,b]) est un segment [m, M].

Composition et limites

Théoréeme — Limite d'une composée
Silim,_,, u(z) = b et lim,_,, f(y) = ¢, alors lim,_,, f(u(z)) = ¢.

Exemple. lim,_,, cos(z?) = cos(0) = 1 (cos continue).

Prolongement par continuité

Si f est définie sur un voisinage épointé de a et admet une limite finie £ en a, on peut prolonger f

par continuité en posant f(a) = £.

Exemple. f(z) = % définie sur R* : lim, ,, f(z) = 1. Prolongement : f(0) = 1, continue

sur R.
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