Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Vecteurs de 1l'espace

Chapitre 11

Vecteurs de ’espace — rappels et extensions

Dans l’espace a trois dimensions, les vecteurs généralisent ceux du plan : méme définition (direction,
sens, norme), mémes opérations (somme, produit par un scalaire, Chasles).

Définition
Un vecteur de ’espace est défini par sa direction, son sens, sa norme. Les opérations usuelles
s’appliquent :

AB+ BC = AC (Chasles)

(ku) + (K'd) = (k+ k)4, k(d+ ) = ki + kv.

Colinéarité et coplanarité

Définition

« Deux vecteurs @, ¥ sont colinéaires si ¥ = ki pour un certain k € R (ou si @ = 0).

e Trois vecteurs 4, ¥, W sont coplanaires s’ils peuvent étre représentés par trois bipoints d’un
méme plan. Equivalemment : @ = ati + bo pour des réels a, b (si 1, sont non colinéaires).

Base et repere de 1’espace

Théoréeme — Base de l'espace
Trois vecteurs 7,7, k non coplanaires forment une base de I’espace. Tout vecteur u s’écrit de
maniére unique :

U=zt + yj+ zk.

(z,y,z) sont les coordonnées de 4 dans la base.

-
-

Un repere (O,i, 7, k) permet de donner des coordonnées (z;y; z) a tout point M via OM = a7 +
yj + zk.
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Opérations en coordonnées

Soient u(x1;yq; 21), U(Tq;Yg; 25), €t k € R. Dans une base donnée :
U+ 0= (21 + @591 + Yo5 21 + 22),

ku = (kzy; kyy; kz,).

Distance dans un repere orthonormeé

Théoréme
En repeére orthonormé, si A(z4;y4;24) €t B(zg;yp; 25) :

AB = \/(553 —24)? + (ys —ya)’ + (25— 24)".

Exemple. A(1;0;2) et B(3;4;—1) : AB=+/4+16 +9 = \/29.

Produit scalaire dans ’espace

Définition — Produit scalaire (3D)
Pour 4, ¥ dans ’espace :

—

U0 =|[d]| x |9] x cos(, D).

En repeére orthonormé, avec 4(z,;y;;2,) et U(y; Ys; 25) :

S

V=TT + Y1 Yo T 2129

Propriété
Les propriétés (symétrie, bilinéarité, 4 - i = || 42, orthogonalité) s’étendent du plan & I'espace.

Exemple. 4(1;2;3), 9(4;—1;2) : 4-0=4—24+6 =8.

Colinéarité / coplanarité par les coordonnées

Propriété

e U et ¥ sont colinéaires ssi leurs coordonnées sont proportionnelles.

e 1,9, w sont coplanaires ssi leur déterminant (vu en détail en SM) s’annule. Pratiquement :
rechercher si I'un est combinaison linéaire des deux autres.
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Orthogonalité

Deux vecteurs sont orthogonaux ssi leur produit scalaire est nul. Dans ’espace, I’orthogonalité est
relative a la direction, pas & 'intersection.

Exemple. 4(1;0;—1) et 9(1;2;1) : produit 1 + 0 — 1 = 0. Orthogonaux.
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