Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Généralités sur les fonctions numeériques

Chapitre 2

Rappels et définitions

Ce chapitre reprend, consolide et approfondit les notions du Chapitre 13 du Tronc Commun. Il
prépare ’étude des limites et de la dérivation.

Définition — Fonction numérique
Une fonction numériqgue d’une variable réelle est une regle qui associe a chaque réel z d’un
ensemble Dy C R un unique réel noté f(z). D; est le domaine de définition.

Propriété — Détermination du domaine
o f(z) implique un quotient % : exiger B # 0.
o f(z) implique VA : exiger A > 0.

o f(z) =In(A) ou \/LZ : exiger A > 0.

« Composition go h : z € Dy, et h(z) € D,.

Opérations sur les fonctions

Définition
Soient f définie sur Dy, g sur D, et k € R.
o (f +9)@) = f(z) + g(x), sur D; N D,
(kf)(@) = kf(2), sur D.
(/9)(z) = f(@)g(a), sur Dy 1D,
L) (z) = )sur(DfﬁD)\{:c|g(m)=O}.
Composee g fizg(f(x) sur {z € D; | f(z) € D,}.

Exemple. f(z) =z + 1, g(z) = 2.
e (f+9)(x)=2>+z+1surR.
« (gof)(@)=(z+1)*sur R.

e (fog)(z)=2%+1sur R

e En général go f #+ fog.
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Parité et périodicité

Définition — Fonction paire, impaire

Soit Dy symétrique par rapport a 0 (i.e. z € Dy = —x € Dy).
o [ est pairesi Vz € Dy, f(—z) = f(z).

o [ est impaire si Vx € Dy, f(—z) = —f(z).

Propriété
o La courbe d’une fonction paire est symétrique par rapport a ’axe (Oy).
e La courbe d’une fonction impaire est symétrique par rapport a 1’origine O.

Définition — Fonction périodique
f est périodique de période T > 0 si pour tout * € Dy : x+T € Dy et f(zx +T) = f(z). La
plus petite T' vérifiant cela, si elle existe, est la période fondamentale.

Exemple.

e cos et sin sont 27-périodiques (fondamentale 2).
e tan est m-périodique.
o > sin(3z) est 2F-périodique.

Sens de variation et extrema

Définition — Monotonie sur un intervalle

Soit I un intervalle inclus dans D;.

o fest croissante sur I si Vo, x4 € I, 21 < 29 = f(z,) < f(2y).
o f est strictement croissante sur I si I'inégalité est stricte.

o Méme définition pour (strictement) décroissante avec >.

o f est constante si f prend la méme valeur sur tout I.

Propriété — Méthode standard

Pour démontrer la monotonie, on étudie le signe de f(z5) — f(z,) oude %

pour x,,xy €
1
I avec z; < z,.

Exemple. Soit f(z) = 22 sur [0,+oo[. Pour 0 <z, <y : f(zy) — f(z;) =25 — 2% = (25 —
x1)(zy + 7). Les deux facteurs sont positifs, donc f(zy) — f(x;) > 0 : f est strictement crois-
sante sur [0, +ool.

Définition — Maximum, minimum
Soit z € Dy.
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o f admet un mazimum global en x4 si Vx € Dy, f(z) < f(z,). La valeur f(z,) est alors le
maximum.

o Minimum global : méme définition avec >.

e Local : la propriété ne vaut que sur un voisinage de z,.

Opérations et monotonie

Propriété

Soient f et g monotones sur un méme intervalle I.

o Si f et g sont toutes deux croissantes (ou toutes deux décroissantes), f + g est monotone
de méme sens.

e Si f est croissante et A > 0, Af est croissante.

e Si f est croissante et A < 0, Af est décroissante.

Propriété — Composition
Soient f monotone sur I et g monotone sur f(I). Alors go f est monotone, et son sens de
variation suit la « régle des signes » :

fsur [ g sur f(I) go fsurl
croissante croissante croissante
croissante | décroissante | décroissante
décroissante | croissante | décroissante
décroissante | décroissante | croissante

Transformations de courbes

Si C est la courbe de f et a,b,k € R (avec k > 0) :

Propriété

1. g(x) = f(z) + b : translation verticale de vecteur bj.

2. g(x) = f(x — a) : translation horizontale de vecteur az.
3. g(z) = —f(z) : symétrie par rapport a (Ox).

4. g(z) = f(—z) : symétrie par rapport a (Oy).

5. g(z) = kf(z) : dilatation verticale de rapport k.

6. g(z) = f(kz) : dilatation horizontale de rapport .

Exemple. f(x) = 2. Alors g(z) = (x —3)? +2 se construit en translatant la parabole de
vecteur (3;2). Minimum 2 atteint en z = 3.
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Fonctions de référence : tableau récapitulatif

Propriété

Fonction | Dy | Parité Variations
THa R paire constante
T R | impaire strict. croissante

z= 2?2 | R | paire Nosur R, Zsur Ry

z =23 | R | impaire strict. croissante
z+ 2 | R* | impaire | v sur ] — o0, 0] et ]0, +o0]
zH Vo |R, strict. croissante
zt>|z] | R | paire Nesur R, 7 sur R

Encadrement et comparaison de fonctions

Définition

Soient f et g définies sur I. On dit f < g sur I si Vx € I, f(z) < g(x). De méme pour f =g

(égalité de fonctions).

Exemple. Sur R, , z < /7 est faux en général (z =4 :4 > 2). Mais sur [0,1], 2*> < z car z

z=z(x—1)<0.

Propriété — Bornes
f est majorée sur I §'il existe M tel que Vz € I, f(z) < M. De méme minorée et bornée =

majorée ET minorée.
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