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Géométrie dans l'espace

Chapitre 11

Produit scalaire dans l’espace (approfondissement)

Définition
Pour 𝑢⃗, ⃗𝑣 dans l’espace : 𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣 = ‖𝑢⃗‖ ‖ ⃗𝑣‖ cos(𝑢⃗, ⃗𝑣). En repère orthonormé :

𝑢⃗(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ⋅ ⃗𝑣(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2.

Propriété
Symétrique, bilinéaire, 𝑢⃗ ⋅ 𝑢⃗ = ‖𝑢⃗‖2. Orthogonalité : 𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣 = 0.

Produit vectoriel

Définition
Le produit vectoriel 𝑢⃗ ∧ ⃗𝑣 (aussi noté 𝑢⃗ × ⃗𝑣) est le vecteur :

• orthogonal à 𝑢⃗ et à ⃗𝑣 ;
• de norme ‖𝑢⃗‖ × ‖ ⃗𝑣‖ × | sin(𝑢⃗, ⃗𝑣)| ;
• direction donnée par la règle des trois doigts (orientation directe).

En repère orthonormé direct, 𝑢⃗(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), ⃗𝑣(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) :

𝑢⃗ ∧ ⃗𝑣 = (𝑦1𝑧2 − 𝑧1𝑦2, 𝑧1𝑥2 − 𝑥1𝑧2, 𝑥1𝑦2 − 𝑦1𝑥2).

Propriété
• Antisymétrie : ⃗𝑣 ∧ 𝑢⃗ = −𝑢⃗ ∧ ⃗𝑣.
• Bilinéarité.

• 𝑢⃗ ∧ 𝑢⃗ = ⃗0.
• 𝑢⃗ ∧ ⃗𝑣 = ⃗0 ssi 𝑢⃗, ⃗𝑣 colinéaires.

• ‖𝑢⃗ ∧ ⃗𝑣‖ est l’aire du parallélogramme engendré.

Exemple. 𝑢⃗(1, 2, 3), ⃗𝑣(4, 5, 6) : 𝑢⃗ ∧ ⃗𝑣 = (2 × 6 − 3 × 5, 3 × 4 − 1 × 6, 1 × 5 − 2 × 4) =
(−3, 6,−3).
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Équation cartésienne d’un plan

Théorème
Le plan passant par 𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) et de vecteur normal 𝑛⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐) a pour équation :

𝑎(𝑥 − 𝑥𝐴) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐴) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐴) = 0,

ou de manière équivalente 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0.

Propriété — Plan défini par trois points
Un vecteur normal au plan (𝐴𝐵𝐶) est 𝑛⃗ = 𝐴𝐵 ∧ 𝐴𝐶 (non nul si les points sont non alignés).

Intersection droite-plan, plan-plan

Propriété
• Droite (𝐷) de paramétrique, plan (𝑃 ) d’équation cartésienne : substituer les expressions de 

𝑥, 𝑦, 𝑧 dans l’équation du plan et résoudre en 𝑡.
• Deux plans parallèles ssi leurs normaux sont colinéaires. Si sécants, leur intersection est une 

droite dont un vecteur directeur est 𝑛1 ∧ 𝑛2.

Équation d’une sphère

Théorème
Sphère de centre Ω(𝑎, 𝑏, 𝑐) et rayon 𝑟 : équation (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 + (𝑧 − 𝑐)2 = 𝑟2. Forme 

développée : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾𝑧 + 𝛿 = 0, correspondant à une sphère ssi (𝛼2 )
2 +

(𝛽
2)

2
+ (𝛾2)

2 − 𝛿 > 0.

Distances

Théorème
Distance du point 𝑀(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) au plan 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 :

𝑑(𝑀,𝑃) = |𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 + 𝑑 |√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2

.

Distance du point 𝑀  à la droite (𝐷) passant par 𝐴 et de directeur 𝑢⃗ :

𝑑(𝑀,𝐷) = ‖ 𝐴𝑀 ∧ 𝑢⃗‖
‖
𝑢⃗‖.

2



Chapitre 11 Géométrie dans l'espace

Volume du parallélépipède

Le volume du parallélépipède engendré par 𝑢⃗, ⃗𝑣, 𝑤⃗ est | det(𝑢⃗, ⃗𝑣, 𝑤⃗)| = |(𝑢⃗ ∧ ⃗𝑣) ⋅ 𝑤⃗| (produit mixte).
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