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Suites numériques

Solution 1.

1. 𝑢1 = 8+1
3 = 3 et 𝑢2 = 6+1

3 = 7
3 .

2. Initialisation : 𝑢0 = 4 > 1. Hérédité : si 𝑢𝑛 > 1, alors 2𝑢𝑛 + 1 > 3 et 𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛+1
3 > 1. 

Conclusion : 𝑢𝑛 > 1 pour tout 𝑛.

3. 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 2𝑢𝑛+1−3𝑢𝑛
3 = 1−𝑢𝑛

3 < 0 car 𝑢𝑛 > 1 : la suite est strictement décroissante.

4. 𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 1 = 2𝑢𝑛+1−3
3 = 2(𝑢𝑛−1)

3 = 2
3𝑣𝑛 : (𝑣𝑛) est géométrique de raison 2

3  et de premier 

terme 𝑣0 = 3.

5. 𝑣𝑛 = 3(2
3)𝑛

 et 𝑢𝑛 = 1 + 3(2
3)𝑛

. Comme 0 < 2
3 < 1, (2

3)𝑛 → 0 et lim 𝑢𝑛 = 1.

6. 𝑆𝑛 = ∑𝑛
𝑘=0(1 + 𝑣𝑘) = (𝑛 + 1) + 31−(2

3)𝑛+1

1−2
3

= (𝑛 + 1) + 9(1 − (2
3)𝑛+1).

Nombres complexes

Solution 2.

1. Δ = 4 − 8 = −4 = (2𝑖)2 : 𝑧 = 2±2𝑖
2 , soit 𝑆 = {1 + 𝑖, 1 − 𝑖}.

2. |𝑎| =
√

1 + 1 =
√

2 et 𝑎 =
√

2(
√

2
2 + 𝑖

√
2

2 ) =
√

2(cos(𝜋
4 ) + 𝑖 sin(𝜋

4 )) : un argument de 𝑎 est 𝜋
4 .

3. 𝑎2 = (1 + 𝑖)2 = 1 + 2𝑖 − 1 = 2𝑖 et 𝑎4 = (2𝑖)2 = −4.

4. 𝑂𝐴 = |𝑎| =
√

2 = |𝑎| = 𝑂𝐵 : le triangle est isocèle en 𝑂. De plus arg(𝑎) = −𝜋
4 , donc l’angle 

(𝑂𝐵⃗, 𝑂𝐴) = 𝜋
4 − (−𝜋

4 ) = 𝜋
2  : le triangle 𝑂𝐴𝐵 est rectangle en 𝑂. 𝐴(1, 1), 𝐵(1, −1) et 𝐶(0, 2) 

(affixe 2𝑖).

Probabilités

Solution 3.

1. Il y a (5
2) = 10 tirages équiprobables. Les numéros pairs sont 2 et 4 : un seul tirage favorable, 

𝑃 (𝐴) = 1
10 .

2. La somme est paire si les deux numéros ont la même parité : deux pairs (1 tirage) ou deux 

impairs parmi {1, 3, 5} ((3
2) = 3 tirages). 𝑃 (𝐵) = 4

10 = 2
5 .
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3. 𝑋 prend les valeurs 2, 3, 4, 5. Le plus grand numéro vaut 𝑘 lorsque l’autre est l’un des 

𝑘 − 1 numéros inférieurs : 𝑃 (𝑋 = 2) = 1
10 , 𝑃 (𝑋 = 3) = 2

10 , 𝑃 (𝑋 = 4) = 3
10 , 𝑃 (𝑋 = 5) = 4

10 . 

𝐸(𝑋) = 2×1+3×2+4×3+5×4
10 = 40

10 = 4.

Problème d’analyse

Solution 4.

Partie A.

1. lim𝑥→0+(1 + ln 𝑥) = −∞ et 1
𝑥 → +∞, donc lim𝑥→0+ 𝑓(𝑥) = −∞ : l’axe des ordonnées est 

asymptote verticale.

2. 𝑓(𝑥) = 1
𝑥 + ln 𝑥

𝑥  ; 1
𝑥 → 0 et ln 𝑥

𝑥 → 0 (croissances comparées), donc lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = 0 : l’axe 

des abscisses est asymptote horizontale en +∞.

3. 𝑓 = 𝑢
𝑣  avec 𝑢 = 1 + ln 𝑥, 𝑣 = 𝑥 : 𝑓 ′(𝑥) = ( 1

𝑥)𝑥−(1+ ln 𝑥)
𝑥2 = 1−1− ln 𝑥

𝑥2 = − ln 𝑥
𝑥2 .

4. 𝑓 ′(𝑥) a le signe de − ln 𝑥 : 𝑓 est croissante sur ]0, 1] et décroissante sur [1, +∞[, avec un 

maximum 𝑓(1) = 1.

5. 𝑓(𝑥) = 0 ⟺ 1 + ln 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑒−1 = 1
𝑒 . Comme 1 + ln 𝑥 est croissante et 𝑥 > 0 : 𝑓(𝑥) <

0 sur ]0, 1
𝑒[  et 𝑓(𝑥) > 0 sur ]1

𝑒 , +∞[.

Partie B.

1. 𝑓(𝑒) = 2
𝑒  et 𝑓 ′(𝑒) = − 1

𝑒2  : (𝑇 ) : 𝑦 = − 1
𝑒2 (𝑥 − 𝑒) + 2

𝑒 , soit 𝑦 = − 𝑥
𝑒2 + 3

𝑒 .

2. Tracé : la courbe part de −∞ près de l’axe des ordonnées, coupe l’axe des abscisses en 1
𝑒 ≈

0,37, culmine en (1, 1) puis décroît vers l’axe des abscisses.

3. D’après le tableau de variations : si 𝑘 > 1, aucune solution ; si 𝑘 = 1, une solution (𝑥 = 1) ; 

si 0 < 𝑘 < 1, deux solutions (une dans ]1
𝑒 , 1[, une dans ]1, +∞[) ; si 𝑘 ≤ 0, une seule solution 

(dans ]0, 1
𝑒 ]), car sur [1, +∞[ la fonction reste strictement positive.

Partie C.

1. 𝐹 ′(𝑥) = 1
𝑥 + 1

2 × 2 ln 𝑥 × 1
𝑥 = 1+ ln 𝑥

𝑥 = 𝑓(𝑥).
2. ∫𝑒

1
𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝐹(𝑒) − 𝐹(1) = (1 + 1

2) − 0 = 3
2 .

3. Sur [1, 𝑒], 𝑓(𝑥) > 0 : l’aire vaut 3
2  unité d’aire, soit 3

2 × 4 = 6 cm2.
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