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Analyse

Solution 1.

Partie I.

1. (a) lim𝑥→0+ 𝑥2 ln 𝑥 = 0 (croissances comparées) et lim𝑥→0+(𝑥2 + 1) = 1, donc lim𝑥→0+ 𝑓(𝑥) =
0 = 𝑓(0) : 𝑓 est continue à droite en 0.
(b) Pour 𝑥 > 0 : 𝑓(𝑥)−𝑓(0)𝑥−0 = 𝑥 ln𝑥

𝑥2+1 . Or lim𝑥→0+ 𝑥 ln 𝑥 = 0, donc lim𝑥→0+
𝑓(𝑥)−𝑓(0)
𝑥−0 = 0 : 𝑓 est 

dérivable à droite en 0 et 𝑓 ′𝑑(0) = 0. Graphiquement, (𝒞︀) admet au point 𝑂 une demi-

tangente horizontale (portée par l’axe des abscisses).

(c) 𝑓(𝑥) = ln 𝑥 × 𝑥2
𝑥2+1  avec lim𝑥→+∞ 𝑥2

𝑥2+1 = 1 et lim𝑥→+∞ ln 𝑥 = +∞, donc lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) =
+∞. Ensuite 𝑓(𝑥)𝑥 =

𝑥 ln𝑥
𝑥2+1 =

ln 𝑥
𝑥 ×

𝑥2
𝑥2+1 , et lim𝑥→+∞

ln𝑥
𝑥 = 0 (croissances comparées), donc 

lim𝑥→+∞
𝑓(𝑥)
𝑥 = 0. Interprétation : (𝒞︀) admet au voisinage de +∞ une branche parabolique 

de direction l’axe des abscisses.

2. (a) 𝜑 est dérivable sur ]0;+∞[ et 𝜑′(𝑥) = 2𝑥 + 2
𝑥 > 0. Donc 𝜑 est strictement croissante sur 

]0;+∞[. Limites : lim𝑥→0+ 𝜑(𝑥) = −∞ (car 2 ln 𝑥 → −∞ et 𝑥2 + 1 → 1) et lim𝑥→+∞ 𝜑(𝑥) =
+∞. Tableau de variations : 𝜑 croît strictement de −∞ (en 0+) à +∞ (en +∞).

(b) 𝜑 est continue et strictement croissante sur ]0;+∞[, donc réalise une bijection de 

]0;+∞[ sur ] −∞,+∞[= ℝ : l’équation 𝜑(𝑥) = 0 admet une unique solution 𝛽 dans ]0;+∞[. 
De plus 𝜑(12) =

1
4 + 1 + 2 ln(

1
2) =

5
4 − 2 ln 2 ≃ 1,25 − 1,4 = −0,15 < 0 et 𝜑(

1√
3) =

1
3 + 1 +

2 ln( 1√3) =
4
3 − ln 3 ≃ 1,33 − 1,1 = 0,23 > 0. Comme 𝜑(12) < 0 = 𝜑(𝛽) < 𝜑(

1√
3) et que 𝜑 

est strictement croissante, 𝛽 ∈]12 ;
1√
3 [.

(c) 𝜑(𝛽) = 0 donne 2 ln 𝛽 = −(𝛽2 + 1), soit ln 𝛽 = −𝛽
2+1
2 . Donc

𝑓(𝛽) = 𝛽
2 ln 𝛽
𝛽2 + 1

= 𝛽2

𝛽2 + 1
×(−𝛽

2 + 1
2
) = −𝛽

2

2
.

3. (a) Sur ]0;+∞[, 𝑥 ↦ 𝑥2 ln 𝑥 et 𝑥 ↦ 𝑥2 + 1 sont dérivables et 𝑥2 + 1 ≠ 0, donc 𝑓 est dérivable 

sur ]0;+∞[ et

𝑓 ′(𝑥) =
(2𝑥 ln 𝑥 + 𝑥)(𝑥2 + 1) − 𝑥2 ln 𝑥 × 2𝑥

(𝑥2 + 1)2
= 2𝑥

3 ln 𝑥 + 2𝑥 ln 𝑥 + 𝑥3 + 𝑥 − 2𝑥3 ln 𝑥
(𝑥2 + 1)2

=
𝑥(𝑥2 + 1 + 2 ln 𝑥)
(𝑥2 + 1)2

= 𝑥𝜑(𝑥)
(𝑥2 + 1)2

.

(b) Pour 𝑥 > 0, 𝑓 ′(𝑥) a le signe de 𝜑(𝑥) : 𝜑(𝑥) < 0 si 0 < 𝑥 < 𝛽 et 𝜑(𝑥) > 0 si 𝑥 > 𝛽 (𝜑 
strictement croissante, 𝜑(𝛽) = 0). Donc 𝑓 est strictement décroissante sur [0; 𝛽] et stricte
ment croissante sur [𝛽;+∞[. Tableau de variations : 𝑓(0) = 0, 𝑓 décroît jusqu’à 𝑓(𝛽) = −𝛽

2

2  

(minimum), puis croît vers +∞.

(c) 𝑓 est continue et strictement croissante sur ]𝛽;+∞[, donc l’équation 𝑓(𝑥) = 1
2  y admet 

au plus une solution. Or 1𝛽 > 1 > 𝛽 (car 𝛽 < 1√
3 < 1), donc 1𝛽 ∈]𝛽;+∞[, et, avec ln( 1𝛽) =

− ln 𝛽 = 𝛽2+1
2  :

1
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𝑓(1
𝛽
) =

1
𝛽2 ×

𝛽2+1
2

1
𝛽2 + 1

=
𝛽2+1
2𝛽2
1+𝛽2
𝛽2
= 1
2
.

Donc 1𝛽  est l’unique solution de 𝑓(𝑥) = 1
2  sur ]𝛽;+∞[.

(d) La tangente en 1𝛽  a pour équation 𝑦 = 𝑓 ′( 1𝛽)(𝑥 −
1
𝛽) + 𝑓(

1
𝛽). Calculons 𝜑( 1𝛽) =

1
𝛽2 +

1 − 2 ln 𝛽 = 1
𝛽2 + 1 + 𝛽

2 + 1 = 1+𝛽2
𝛽2 + (1 + 𝛽

2) = (1+𝛽2)2

𝛽2 , et ( 1𝛽2 + 1)
2
= (1+𝛽2)2

𝛽4 . Donc

𝑓 ′(1
𝛽
) = 1

𝛽
×
(1 + 𝛽2)2

𝛽2
× 𝛽4

(1 + 𝛽2)2
= 𝛽.

La tangente est 𝑦 = 𝛽(𝑥 − 1
𝛽) +

1
2 = 𝛽𝑥 − 1 +

1
2 = 𝛽𝑥 −

1
2 .

4. [Figure : repère orthonormé. La courbe part de 𝑂 avec une demi-tangente horizontale, 

descend jusqu’au minimum au point d’abscisse 𝛽 ≈ 0,53 et d’ordonnée −𝛽
2

2 ≈ −0,14, repasse 

par le point (1; 0) (car 𝑓(1) = 0), puis croît vers +∞ avec une branche parabolique de 

direction (𝑂𝑥) (la courbe s’aplatit par rapport à la première bissectrice). Elle passe par le 

point d’abscisse 1𝛽 ≈ 1,9 et d’ordonnée 12 , où sa tangente est la droite 𝑦 = 𝛽𝑥 − 12 . On admet 

qu’elle possède deux points d’inflexion.]

Partie II. Remarquons que 𝑔(𝑥) = √𝑒1+
1
𝑥2 = 𝑒

1+ 1
𝑥2
2 = 𝑒

1
2+

1
2𝑥2 , et que 𝛽 ∈]12 ;

1√
3 [ donne 𝛼 =

1
𝛽 ∈]
√
3; 2[= 𝐽 .

1. (a) 𝑔 est dérivable sur ]0;+∞[ et 𝑔′(𝑥) = − 1𝑥3𝑒
1
2+

1
2𝑥2 = −𝑔(𝑥)𝑥3 < 0. Donc 𝑔 est strictement 

décroissante sur ]0;+∞[.
(b) Soit 𝑥 ∈ 𝐽  : 

√
3 < 𝑥 < 2, donc, 𝑔 étant strictement décroissante, 𝑔(2) < 𝑔(𝑥) < 𝑔(

√
3). 

Or 𝑔(
√
3) = 𝑒12+16 = 𝑒23 ≃ 1,95 < 2 et 𝑔(2) = 𝑒12+18 = 𝑒58 ≃ 1,87 > 1,73 ≃

√
3. Donc 

√
3 <

𝑔(𝑥) < 2.
2. (a) D’après I.3.(c), 𝑓(𝛼) = 1

2 , soit 𝛼
2 ln𝛼
𝛼2+1 =

1
2 , d’où 2𝛼2 ln 𝛼 = 𝛼2 + 1 et ln 𝛼 = 𝛼2+1

2𝛼2 =
1
2 +

1
2𝛼2 . Donc 𝛼 = 𝑒

1
2+

1
2𝛼2 = 𝑔(𝛼).

(b) Pour 𝑥 ∈ 𝐽  : |𝑔′(𝑥)| = 𝑔(𝑥)
𝑥3  avec 𝑔(𝑥) < 2 (question 1.(b)) et 𝑥3 > (

√
3)
3
= 3
√
3. Donc 

|𝑔′(𝑥)| < 2
3
√
3 , et a fortiori |𝑔′(𝑥)| ≤ 2

3
√
3 .

(c) 𝑔 est dérivable sur l’intervalle 𝐽 , |𝑔′| ≤ 2
3
√
3  sur 𝐽 , et 𝛼 ∈ 𝐽 . D’après l’inégalité des 

accroissements finis, pour tout 𝑥 ∈ 𝐽  : |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝛼)| ≤ 2
3
√
3 |𝑥 − 𝛼|, soit, puisque 𝑔(𝛼) = 𝛼 : 

|𝑔(𝑥) − 𝛼| ≤ 2
3
√
3 |𝑥 − 𝛼|.

3. (a) Initialisation : 𝑥0 = 7
4 = 1,75 et 

√
3 ≃ 1,73 < 1,75 < 2, donc 𝑥0 ∈ 𝐽 . Hérédité : si 𝑥𝑛 ∈

𝐽 , alors 𝑥𝑛+1 = 𝑔(𝑥𝑛) ∈]
√
3; 2[= 𝐽  d’après 1.(b). Conclusion : 𝑥𝑛 ∈ 𝐽  pour tout 𝑛 ∈ ℕ.

(b) Posons 𝑞 = 2
3
√
3 . Initialisation : |𝑥0 − 𝛼| ≤ 𝑞0|𝑥0 − 𝛼| est vraie. Hérédité : supposons 

|𝑥𝑛 − 𝛼| ≤ 𝑞𝑛|𝑥0 − 𝛼|. Comme 𝑥𝑛 ∈ 𝐽 , la question 2.(c) donne |𝑥𝑛+1 − 𝛼| = |𝑔(𝑥𝑛) − 𝛼| ≤
𝑞|𝑥𝑛 − 𝛼| ≤ 𝑞𝑛+1|𝑥0 − 𝛼|. Conclusion : |𝑥𝑛 − 𝛼| ≤ ( 2

3
√
3)
𝑛
|𝑥0 − 𝛼| pour tout 𝑛 ∈ ℕ.

(c) 0 < 2
3
√
3 < 1 (car 3

√
3 > 3 > 2), donc lim𝑛→+∞ ( 2

3
√
3)
𝑛
= 0. Par encadrement, 

lim𝑛→+∞|𝑥𝑛 − 𝛼| = 0 : la suite (𝑥𝑛) converge vers 𝛼.

Analyse

Solution 2.
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1. (a) Soit 𝑘 ∈ {1,…, 𝑛 − 1} et 𝑥 ∈ [ 𝑘𝑛 ;
𝑘+1
𝑛 ]. La fonction ln est croissante sur ]0,+∞[ et 0 <

𝑘
𝑛 ≤ 𝑥 ≤

𝑘+1
𝑛 , donc ln( 𝑘𝑛) ≤ ln(𝑥) ≤ ln(

𝑘+1
𝑛 ).

(b) En intégrant l’encadrement (a) sur [ 𝑘𝑛 ;
𝑘+1
𝑛 ], intervalle de longueur 1𝑛  (bornes crois

santes) :

1
𝑛
ln(𝑘
𝑛
) ≤ ∫

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

ln(𝑥) d𝑥 ≤ 1
𝑛
ln(𝑘 + 1

𝑛
).

2. (a) En sommant les inégalités (b) pour 𝑘 de 1 à 𝑛 − 1 et en utilisant la relation de Chasles 

(la réunion des intervalles [ 𝑘𝑛 ;
𝑘+1
𝑛 ] pour 𝑘 = 1,…, 𝑛 − 1 est [ 1𝑛 ; 1]) :

1
𝑛
∑
𝑛−1

𝑘=1
ln(𝑘
𝑛
) ≤ ∫

1

1
𝑛

ln(𝑥) d𝑥 ≤ 1
𝑛
∑
𝑛−1

𝑘=1
ln(𝑘 + 1

𝑛
) = 1

𝑛
∑
𝑛

𝑘=2
ln(𝑘
𝑛
),

la dernière égalité par le changement d’indice 𝑘 → 𝑘 + 1.
(b) Le membre de gauche est 𝑢𝑛. Pour le membre de droite :

1
𝑛
∑
𝑛

𝑘=2
ln(𝑘
𝑛
) = 1

𝑛
(∑
𝑛−1

𝑘=1
ln(𝑘
𝑛
) + ln(𝑛

𝑛
) − ln(1

𝑛
)) = 𝑢𝑛 + 0 −

1
𝑛
ln(1
𝑛
).

Donc 𝑢𝑛 ≤ ∫
1
1
𝑛
ln(𝑥) d𝑥 ≤ 𝑢𝑛 − 1

𝑛 ln(
1
𝑛).

(c) Une primitive de ln sur ]0,+∞[ est 𝑥 ↦ 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥, donc

∫
1

1
𝑛

ln(𝑥) d𝑥 = [𝑥 ln 𝑥 − 𝑥]11
𝑛
= (0 − 1) − (1

𝑛
ln(1
𝑛
) − 1
𝑛
) = −1 + 1

𝑛
− 1
𝑛
ln(1
𝑛
).

L’inégalité de gauche de (b) donne 𝑢𝑛 ≤ −1 + 1
𝑛 −

1
𝑛 ln(

1
𝑛) ; celle de droite donne 𝑢𝑛 ≥

∫11
𝑛
ln(𝑥) d𝑥 + 1

𝑛 ln(
1
𝑛) = −1 +

1
𝑛 . D’où −1 + 1

𝑛 ≤ 𝑢𝑛 ≤ −1 +
1
𝑛 −

1
𝑛 ln(

1
𝑛).

(d) 1𝑛 → 0 et −
1
𝑛 ln(

1
𝑛) =

ln𝑛
𝑛 → 0 (croissances comparées). Les deux bornes de (c) tendent 

vers −1, donc, par le théorème des gendarmes, lim𝑛→+∞ 𝑢𝑛 = −1.

Nombres complexes

Solution 3.

Partie I.

1. (a) Développons : (2𝑧 + (1 − 𝑖)𝑒𝑖𝜃)2 = 4𝑧2 + 4(1 − 𝑖)𝑒𝑖𝜃𝑧 + (1 − 𝑖)2𝑒2𝑖𝜃, avec (1 − 𝑖)2 =
−2𝑖 ; et ((1 + 𝑖)𝑒𝑖𝜃)2 = (1 + 𝑖)2𝑒2𝑖𝜃 = 2𝑖𝑒2𝑖𝜃. Donc

(2𝑧 + (1 − 𝑖)𝑒𝑖𝜃)2 = ((1 + 𝑖)𝑒𝑖𝜃)2⟺4𝑧2 + 4(1 − 𝑖)𝑒𝑖𝜃𝑧 − 2𝑖𝑒2𝑖𝜃 − 2𝑖𝑒2𝑖𝜃 = 0⟺ 4(𝑧2 + (1 − 𝑖)𝑒𝑖𝜃𝑧 − 𝑖𝑒2𝑖𝜃) = 0,

ce qui est exactement (𝐸𝜃).
(b) D’après (a), 2𝑧 + (1 − 𝑖)𝑒𝑖𝜃 = (1 + 𝑖)𝑒𝑖𝜃 ou 2𝑧 + (1 − 𝑖)𝑒𝑖𝜃 = −(1 + 𝑖)𝑒𝑖𝜃, soit

𝑧 = (1 + 𝑖) − (1 − 𝑖)
2

𝑒𝑖𝜃 = 𝑖𝑒𝑖𝜃 ou 𝑧 = −(1 + 𝑖) − (1 − 𝑖)
2

𝑒𝑖𝜃 = −𝑒𝑖𝜃.

Im(−𝑒𝑖𝜃) = − sin 𝜃 ≤ 0 pour 𝜃 ∈ [0, 𝜋[, donc 𝑧1 = −𝑒𝑖𝜃 et 𝑧2 = 𝑖𝑒𝑖𝜃. (Pour 𝜃 ∈]0, 𝜋[, Im(𝑧1) =
− sin 𝜃 < 0 ; ce choix est celui qui rend les questions suivantes cohérentes.)

3
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2. (a) 𝑧1 + 1 = 1 − 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖
𝜃
2(𝑒−𝑖𝜃2 − 𝑒𝑖𝜃2) = −2𝑖 sin(𝜃2)𝑒

𝑖𝜃2  et 𝑧2 + 𝑖 = 𝑖(𝑒𝑖𝜃 + 1) = 𝑖𝑒𝑖
𝜃
2(𝑒𝑖𝜃2 +

𝑒−𝑖𝜃2) = 2𝑖 cos(𝜃2)𝑒
𝑖𝜃2 , avec cos(𝜃2) > 0 car 𝜃2 ∈ [0,

𝜋
2 [. Donc

𝑧1 + 1
𝑧2 + 𝑖

=
−2𝑖 sin(𝜃2)𝑒

𝑖𝜃2

2𝑖 cos(𝜃2)𝑒
𝑖𝜃2
= −tan(𝜃

2
).

(b) 𝑖𝑧2 − 1 = 𝑖𝑧2 + 𝑖2 = 𝑖(𝑧2 + 𝑖), donc

𝑧1 + 𝑖𝑧2
𝑧2 + 𝑖

= 𝑧1 + 1
𝑧2 + 𝑖

+ 𝑖𝑧2 − 1
𝑧2 + 𝑖

= −tan(𝜃
2
) + 𝑖 = 1

cos(𝜃2)
(− sin(𝜃

2
) + 𝑖 cos(𝜃

2
)).

Or −sin(𝜃2) = cos(
𝜃
2 +

𝜋
2) et cos(

𝜃
2) = sin(

𝜃
2 +

𝜋
2), et 

1
cos(𝜃2)

> 0. Donc

𝑧1 + 𝑖𝑧2
𝑧2 + 𝑖

= 1
cos(𝜃2)

𝑒𝑖(
𝜃
2+

𝜋
2) = 1

cos(𝜃2)
𝑒𝑖𝜃+𝜋2 .

Partie II.

1. (a) 𝑅 est la rotation de centre 𝑂 et d’angle 𝜋2  : 𝑝 = 𝑒
𝑖𝜋2 𝑞 = 𝑖𝑚𝑒𝑖𝜃.

(b) L’image de 𝐴 par 𝑅 a pour affixe 𝑖𝑎 = 𝑖𝑒𝑖𝜃. Or 𝑐 = 𝑏 − 𝑎 = (1 + 𝑖)𝑒𝑖𝜃 − 𝑒𝑖𝜃 = 𝑖𝑒𝑖𝜃. Donc 

𝑅(𝐴) = 𝐶.

2. (a) 𝑝 − 𝑎 = (𝑖𝑚 − 1)𝑒𝑖𝜃 et ℎ = 𝑚
𝑚−𝑖𝑒

𝑖𝜃, donc

𝑝 − 𝑎
ℎ
= (𝑖𝑚 − 1)(𝑚 − 𝑖)

𝑚
= 𝑖𝑚

2 − 𝑖2𝑚−𝑚+ 𝑖
𝑚

= 𝑖𝑚
2 + 𝑖
𝑚

= 𝑚
2 + 1
𝑚

𝑖.

Ensuite ℎ − 𝑎 = ( 𝑚𝑚−𝑖 − 1)𝑒
𝑖𝜃 = 𝑚−𝑚+𝑖

𝑚−𝑖 𝑒
𝑖𝜃 = 𝑖

𝑚−𝑖𝑒
𝑖𝜃, donc

ℎ − 𝑎
𝑝 − 𝑎

= 𝑖
(𝑚 − 𝑖)(𝑖𝑚 − 1)

= 𝑖
𝑖(𝑚2 + 1)

= 1
𝑚2 + 1

,

en utilisant (𝑚 − 𝑖)(𝑖𝑚 − 1) = 𝑖(𝑚2 + 1) (calcul ci-dessus).

(b) ℎ−𝑎𝑝−𝑎  est un réel, donc 𝐴𝐻 et 𝐴𝑃 sont colinéaires : 𝐻 ∈ (𝐴𝑃). De plus 𝑝−𝑎ℎ−0  est un 

imaginaire pur non nul, donc (𝑂𝐻⃗, 𝐴𝑃) ≡ 𝜋
2 [𝜋] : (𝑂𝐻) ⟂ (𝐴𝑃). Ainsi 𝐻 est le point de 

(𝐴𝑃) tel que (𝑂𝐻) ⟂ (𝐴𝑃) : 𝐻 est le projeté orthogonal de 𝑂 sur la droite (𝐴𝑃).
(c) 𝑏 − ℎ = ((1 + 𝑖) − 𝑚

𝑚−𝑖)𝑒
𝑖𝜃 = (1+𝑖)(𝑚−𝑖)−𝑚

𝑚−𝑖 𝑒𝑖𝜃 = 𝑚−𝑖+𝑖𝑚+1−𝑚
𝑚−𝑖 𝑒𝑖𝜃 = 1−𝑖+𝑖𝑚

𝑚−𝑖 𝑒
𝑖𝜃, et 𝑞 − ℎ =

(𝑚− 𝑚
𝑚−𝑖)𝑒

𝑖𝜃 = 𝑚(𝑚−𝑖)−𝑚
𝑚−𝑖 𝑒𝑖𝜃 = 𝑚(𝑚−1−𝑖)

𝑚−𝑖 𝑒𝑖𝜃. Donc

𝑏 − ℎ
𝑞 − ℎ

= 1 − 𝑖 + 𝑖𝑚
𝑚(𝑚− 1 − 𝑖)

.

Or 𝑖(𝑚 − 1 − 𝑖) = 𝑖𝑚 − 𝑖 − 𝑖2 = 1 − 𝑖 + 𝑖𝑚, donc 𝑏−ℎ𝑞−ℎ =
𝑖(𝑚−1−𝑖)
𝑚(𝑚−1−𝑖) =

1
𝑚𝑖.

(d) 𝑏−ℎ𝑞−ℎ  est un imaginaire pur non nul, donc (𝐻𝑄, 𝐻𝐵) ≡ 𝜋
2 [𝜋] : les droites (𝑄𝐻) et (𝐻𝐵) 

sont perpendiculaires.

(e) D’après (d), le triangle 𝑄𝐻𝐵 est rectangle en 𝐻. D’autre part 𝑞 = 𝑚𝑎 avec 𝑚 réel (𝑚 ≠
1), donc 𝑄 ∈ (𝑂𝐴) et 𝑄 ≠ 𝐴 ; et 𝑏−𝑎𝑎−0 =

𝑐
𝑎 = 𝑖 est un imaginaire pur, donc (𝐴𝐵) ⟂ (𝑂𝐴), 

c’est-à-dire (𝐴𝐵) ⟂ (𝐴𝑄) : le triangle 𝑄𝐴𝐵 est rectangle en 𝐴. Les points 𝐻 et 𝐴 voient le 

segment [𝑄𝐵] sous un angle droit, donc ils appartiennent au cercle de diamètre [𝑄𝐵]. Par 

conséquent 𝐴, 𝑄, 𝐻 et 𝐵 sont cocycliques.
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Arithmétique

Solution 4.

1. (a) (𝑥0, 𝑦0) est solution de (𝐸) : 𝑦0 = 𝑎
𝑏𝑥0 −

𝑐
𝑑 . En multipliant par 𝑏𝑑 : 𝑏𝑑𝑦0 = 𝑎𝑑𝑥0 − 𝑏𝑐, 

soit 𝑏𝑐 = 𝑎𝑑𝑥0 − 𝑏𝑑𝑦0 = 𝑑(𝑎𝑥0 − 𝑏𝑦0) avec 𝑎𝑥0 − 𝑏𝑦0 ∈ ℤ. Donc 𝑑 divise 𝑏𝑐.
(b) 𝑑 divise 𝑏𝑐 et 𝑑 ∧ 𝑐 = 1 ; d’après le théorème de Gauss, 𝑑 divise 𝑏.

2. (a) 𝑎 ∧ 𝑏 = 1 et 𝑏 = 𝑑𝑛, donc 𝑎 ∧ (𝑑𝑛) = 1. D’après le théorème de Bézout, il existe (𝑢0, 𝑣0) ∈
ℤ2 tel que 𝑑𝑛𝑢0 − 𝑎𝑣0 = 1. Pour tout 𝑘 ∈ ℤ, le couple (𝑢0 + 𝑎𝑘, 𝑣0 + 𝑑𝑛𝑘) vérifie encore 

𝑑𝑛(𝑢0 + 𝑎𝑘) − 𝑎(𝑣0 + 𝑑𝑛𝑘) = 𝑑𝑛𝑢0 − 𝑎𝑣0 = 1. Comme 𝑎 > 0 et 𝑑𝑛 > 0, en choisissant 𝑘 
assez grand (par exemple 𝑘 = |𝑢0| + |𝑣0|), on obtient 𝑢 = 𝑢0 + 𝑎𝑘 ≥ 0 et 𝑣 = 𝑣0 + 𝑑𝑛𝑘 ≥ 0. 
Donc il existe (𝑢, 𝑣) ∈ ℕ × ℕ tel que 𝑑𝑛𝑢 − 𝑎𝑣 = 1.
(b) Avec 𝑏 = 𝑛𝑑 : (𝑥, 𝑦) est solution de (𝐸) si et seulement si 𝑏𝑑𝑦 = 𝑎𝑑𝑥 − 𝑏𝑐, soit 𝑛𝑑2𝑦 =
𝑎𝑑𝑥 − 𝑛𝑑𝑐, soit (en divisant par 𝑑 ≠ 0)

𝑎𝑥 − 𝑛𝑑𝑦 = 𝑛𝑐.

Solution particulière : en multipliant 𝑑𝑛𝑢 − 𝑎𝑣 = 1 par −𝑛𝑐 : 𝑎(−𝑣𝑐𝑛) − 𝑛𝑑(−𝑢𝑐𝑛) =
𝑛𝑐, donc (𝑥0, 𝑦0) = (−𝑣𝑐𝑛,−𝑢𝑐𝑛) est solution. Soit (𝑥, 𝑦) une solution quelconque ; par 

différence : 𝑎(𝑥 − 𝑥0) = 𝑛𝑑(𝑦 − 𝑦0) = 𝑏(𝑦 − 𝑦0). Comme 𝑏 divise 𝑎(𝑥 − 𝑥0) et 𝑎 ∧ 𝑏 = 1, le 
théorème de Gauss donne 𝑏 | (𝑥 − 𝑥0) : 𝑥 = 𝑥0 + 𝑏𝑘 avec 𝑘 ∈ ℤ, puis 𝑎𝑏𝑘 = 𝑏(𝑦 − 𝑦0) donne 

𝑦 = 𝑦0 + 𝑎𝑘. Réciproquement, pour tout 𝑘 ∈ ℤ, 𝑎(𝑥0 + 𝑏𝑘) − 𝑛𝑑(𝑦0 + 𝑎𝑘) = 𝑎𝑥0 − 𝑛𝑑𝑦0 +
𝑎𝑏𝑘 − 𝑏𝑎𝑘 = 𝑛𝑐 (car 𝑛𝑑 = 𝑏). Donc l’ensemble des solutions de (𝐸) est

𝑆 = {(−𝑣𝑐𝑛 + 𝑏𝑘;−𝑢𝑐𝑛 + 𝑎𝑘) / 𝑘 ∈ ℤ}.
3. Ici 𝑎 = 3, 𝑏 = 2975, 𝑐 = 2, 𝑑 = 119. On a 𝑎 ∧ 𝑏 = 1 (car 2975 = 3 × 991 + 2 n’est pas 

divisible par 3, et 3 est premier) et 𝑐 ∧ 𝑑 = 1 (119 est impair). De plus 𝑑 = 119 divise 𝑏 =
2975 = 119 × 25 : 𝑛 = 25. Cherchons (𝑢, 𝑣) ∈ ℕ2 tel que 𝑑𝑛𝑢 − 𝑎𝑣 = 1, soit 2975𝑢 − 3𝑣 =
1 : comme 2975 ≡ 2[3], 𝑢 = 2 donne 5950 = 3 × 1983 + 1, donc (𝑢, 𝑣) = (2, 1983) convient 

(2975 × 2 − 3 × 1983 = 5950 − 5949 = 1). D’après la question 2.(b), les solutions de (𝐹) 
sont les couples (−𝑣𝑐𝑛 + 𝑏𝑘;−𝑢𝑐𝑛 + 𝑎𝑘) = (−1983 × 2 × 25 + 2975𝑘;−2 × 2 × 25 + 3𝑘) =
(−99 150 + 2975𝑘;−100 + 3𝑘), 𝑘 ∈ ℤ. Comme −99 150 = 2975 × (−34) + 2000 et −100 =
3 × (−34) + 2, en posant 𝑘′ = 𝑘 − 34 on obtient la forme réduite :

𝑆 = {(2000 + 2975𝑘; 2 + 3𝑘) / 𝑘 ∈ ℤ}.

Vérification : 3
2975 × 2000 −

2
119 =

240
119 −

2
119 =

238
119 = 2.

Structures algébriques

Solution 5.

Partie I.

1. (a) Avec 𝑥 = 1, 𝑦 = −1, 𝑥′ = 3, 𝑦′ = 2 : (1 − 𝑖) ∗ (3 + 2𝑖) = (1 + (−1)−1 × 3) + (−1 + 2)𝑖 =
(1 − 3) + 𝑖 = −2 + 𝑖.
(b) (3 + 2𝑖) ∗ (1 − 𝑖) = (3 + (−1)2 × 1) + (2 − 1)𝑖 = 4 + 𝑖. Comme (1 − 𝑖) ∗ (3 + 2𝑖) = −2 +
𝑖 ≠ 4 + 𝑖 = (3 + 2𝑖) ∗ (1 − 𝑖), la loi ∗ n’est pas commutative dans 𝐸.

2. Soient 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖, 𝑧′ = 𝑥′ + 𝑦′𝑖, 𝑧″ = 𝑥″ + 𝑦″𝑖 dans 𝐸.
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(𝑧 ∗ 𝑧′) ∗ 𝑧″ = ((𝑥 + (−1)𝑦𝑥′) + (𝑦 + 𝑦′)𝑖) ∗ (𝑥″ + 𝑦″𝑖) = (𝑥 + (−1)𝑦𝑥′ + (−1)𝑦+𝑦′𝑥″) + (𝑦 + 𝑦′ + 𝑦″)𝑖.

𝑧 ∗ (𝑧′ ∗ 𝑧″) = (𝑥 + 𝑦𝑖) ∗ ((𝑥′ + (−1)𝑦′𝑥″) + (𝑦′ + 𝑦″)𝑖) = (𝑥 + (−1)𝑦(𝑥′ + (−1)𝑦′𝑥″)) + (𝑦 + 𝑦′ + 𝑦″)𝑖,

et (−1)𝑦(−1)𝑦′ = (−1)𝑦+𝑦′ . Les deux résultats sont égaux : ∗ est associative dans 𝐸.

3. 0 = 0 + 0𝑖 ∈ 𝐸. Pour tout 𝑥 + 𝑦𝑖 ∈ 𝐸 : (𝑥 + 𝑦𝑖) ∗ 0 = (𝑥 + (−1)𝑦 × 0) + (𝑦 + 0)𝑖 = 𝑥 + 𝑦𝑖 et 
0 ∗ (𝑥 + 𝑦𝑖) = (0 + (−1)0𝑥) + (0 + 𝑦)𝑖 = 𝑥 + 𝑦𝑖. Donc 0 est l’élément neutre de ∗ dans 𝐸.

4. (a) (𝑥 + 𝑦𝑖) ∗ ((−1)𝑦+1𝑥 − 𝑦𝑖) = (𝑥 + (−1)𝑦(−1)𝑦+1𝑥) + (𝑦 − 𝑦)𝑖 = (𝑥 + (−1)2𝑦+1𝑥) + 0𝑖 =
𝑥 − 𝑥 = 0.
(b) La loi ∗ est interne dans 𝐸 (car 𝑥 + (−1)𝑦𝑥′ ∈ ℤ et 𝑦 + 𝑦′ ∈ ℤ), associative (question 

2), d’élément neutre 0 (question 3). Tout 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ∈ 𝐸 admet pour symétrique 𝑧′ =
(−1)𝑦+1𝑥 − 𝑦𝑖 ∈ 𝐸 : 𝑧 ∗ 𝑧′ = 0 d’après (a), et 𝑧′ ∗ 𝑧 = ((−1)𝑦+1𝑥 + (−1)−𝑦𝑥) + (−𝑦 + 𝑦)𝑖 =
((−1)𝑦+1 + (−1)𝑦)𝑥 = 0. Donc (𝐸, ∗) est un groupe, non commutatif d’après 1.(b).

Partie II.

1. (a) 𝐹 ⊂ 𝐸 et 0 = 0 + 2 × 0𝑖 ∈ 𝐹 . Soient 𝑧 = 𝑥 + 2𝑦𝑖 et 𝑧′ = 𝑥′ + 2𝑦′𝑖 dans 𝐹 . Le symétrique 

de 𝑧′ est (−1)2𝑦′+1𝑥′ − 2𝑦′𝑖 = −𝑥′ − 2𝑦′𝑖, et

𝑧 ∗ (−𝑥′ − 2𝑦′𝑖) = (𝑥 + (−1)2𝑦(−𝑥′)) + (2𝑦 − 2𝑦′)𝑖 = (𝑥 − 𝑥′) + 2(𝑦 − 𝑦′)𝑖 ∈ 𝐹 .

Donc 𝐹  est un sous-groupe de (𝐸, ∗).
(b) Pour 𝑧 = 𝑥 + 2𝑦𝑖 et 𝑧′ = 𝑥′ + 2𝑦′𝑖 dans 𝐹  : (−1)2𝑦 = 1, donc 𝑧 ∗ 𝑧′ = (𝑥 + 𝑥′) + 2(𝑦 +
𝑦′)𝑖, expression symétrique en (𝑥, 𝑦) et (𝑥′, 𝑦′) ; ainsi 𝑧 ∗ 𝑧′ = 𝑧′ ∗ 𝑧 : la loi ∗ est commutative 

dans 𝐹 .

2. (a) Pour (𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ ℤ2 :

𝑀(𝑥, 𝑦) ×𝑀(𝑥′, 𝑦′) =
(

10
0

𝑥
1
0

𝑦
0
1)



(

10
0

𝑥′
1
0

𝑦′
0
1)

 =

(

10
0

𝑥 + 𝑥′
1
0

𝑦 + 𝑦′
0
1 )

 = 𝑀(𝑥 + 𝑥′, 𝑦 + 𝑦′).

Donc, avec 1.(b) : 𝜑((𝑥 + 2𝑦𝑖) ∗ (𝑥′ + 2𝑦′𝑖)) = 𝜑((𝑥 + 𝑥′) + 2(𝑦 + 𝑦′)𝑖) = 𝑀(𝑥 + 𝑥′, 𝑦 +
𝑦′) = 𝑀(𝑥, 𝑦) ×𝑀(𝑥′, 𝑦′) = 𝜑(𝑥 + 2𝑦𝑖) × 𝜑(𝑥′ + 2𝑦′𝑖). 𝜑 est un homomorphisme de (𝐹 , ∗) 
vers (ℳ︀3(ℝ),×).
(b) 𝜑(𝐹) = {𝜑(𝑥 + 2𝑦𝑖) / (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2} = {𝑀(𝑥, 𝑦) / (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2} = 𝐺.

(c) (𝐹 , ∗) est un groupe commutatif (sous-groupe de (𝐸, ∗), loi commutative dans 𝐹 ) et 

𝜑 est un homomorphisme de (𝐹 , ∗) vers (ℳ︀3(ℝ),×) ; l’image d’un groupe commutatif 

par un homomorphisme est un groupe commutatif pour la loi d’arrivée. Donc (𝜑(𝐹),×) =
(𝐺,×) est un groupe commutatif (d’élément neutre 𝜑(0) = 𝑀(0, 0) = 𝐼 , l’inverse de 𝑀(𝑥, 𝑦) 
étant 𝑀(−𝑥,−𝑦)).
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