Mathématiques - 2éme Bac Sciences Mathématiques A et B

Examen national : Corrigé

Session de rattrapage 2024 (épreuve officielle RS 25)

Analyse

Solution 1.

1. (a) Pour z >0, z"lnz = 2" ! x (zlnz). Or lim, o« zlnz = 0 (croissances comparées) et
lim, o+ "' =0 (car n — 1 > 1). Donc lim,_,¢+ f,,(z) =0—0=0= £,(0) : £, est continue
a droite en 0.
(b) Pour z > 0, f,(z) =z"(z'™™ —Inz). Quand z — +oo:z' ™ = = > 0 (carn — 1 > 1)

et Inz — 400, donc ™"

—Inz — —o0 ; de plus 2™ — +o00. Par produit, lim,_,,  f,(z) =
—oo. Ensuite f,, 2 =1 — z" 11lnz avec z" ' Inz — +oo (produit de deux quantités tendant
vers 400, car n —1 > 1), donc lim,_,, . f,,2 = —ooc. Interprétation : la courbe (C,) admet,
au voisinage de 400, une branche parabolique de direction ’axe des ordonnées.

(c) Pour x>0 : fn(zi—gn(o) ==z hz —1 2" 'lnz. Comme n—12>1,
lim, o+ 2" 'lnz =0 (croifss(ar)m?s(comparées ;2" lnz =2"? xzlnzsin>3,etxlnx —
n\T)"Jn

-0

0sin = 2). Donc lim,_,4+ 1. f, est dérivable a droite en 0 et son nombre dérivé
a droite en 0 vaut 1.
(d) Sur |0, +o0o[, x = z et > 2™ In x sont dérivables (produit de fonctions dérivables), donc

f,, est dérivable sur 0, +oo] et
1
for(@)=1— (nx"‘l Inz + 2™ x —) =1—z"1—nz" llnz.
x

(e) Soit £ €]0,1[: 0 < 2™ ! <1donc1l—z"1 >0, etlnz <0donc —nz" *lnz > 0 ; ainsi
Jo () >0.Soitz >1:2"1>1doncl—2"! <0, etlnz >0donc —nz" *1lnz < 0; ainsi
f(x) < 0. Comme f,, est continue sur [0; 1] (continue & droite en 0 et sur |0, 1]) avec f,, >
0 sur ]0,1[, f,, est strictement croissante sur [0;1] ; et f,, est continue sur [1, +oo[ avec f,, <
0 sur ]1, +o0[, donc strictement décroissante sur [1,+o0].

2. (a) Pour x =0: f,,,(0) = f,(0) =0. Pour >0 :

foi1(@)— f(z) =2"Inz —z"'Inz =2z"(1 —z)Inz.

Si0<z<l:1—z>0etlnz<0,doncz”(l—2z)lnx<0.Siz>1:1—xz<0etlnzx >
0, donc 2™(1 — z)Inz < 0. Dans tous les cas f, ;(z) < f,(z) pour tout z € [0, 400l

(b) La courbe (C,, ;) est au-dessous de la courbe (C,,) sur [0, +o0] ; les deux courbes ont en
commun les points d’abscisses 0 et 1 (ou f,,,;(x) = f, (), a savoir O(0,0) et A(1,1)).

3. (a) f, est continue et strictement décroissante sur [1;2] (question 1.(e)). f,(1) =1—0=
1>0et f,(2)=2—2"In2<2—-4x%x0,7=-0,8<0 car 2" >4 pour n > 2. D’apres le
théoréeme des valeurs intermédiaires (version bijection), il existe un unique réel «,, €]1;2]
tel que f, (a,,) = 0.

(b) a1 estlezérode f, .1 1, —

. n =
par o, #0:apy Ina, =1

n+1
n+1

o q n+1 o o g
Ina,,; =0,soit oy, 1 Ine, ; =, ;. En divisant
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(¢) folopyr) = py —alyIney, = a,,; —1 d’apres (b).
(d) Comme e, ,; > 1, (c) donne f,(a, 1) =a,,; —1>0= f,(a,). Les réels o, et a,,
sont dans [1,+o0[ ou f, est strictement décroissante, donc f, (a, 1) > f,(c,) entraine
o, < a,. La suite (an)n>2 est strictement décroissante.
(e) (an)nzz est décroissante et minorée par 1 (car a,, €]1,2[), donc elle est convergente
(théoreme de la convergence monotone).

4. (a) Pour tout n > 2, 1 < a,, < 2 ; par passage a la limite dans les inégalités, 1 < ¢ < 2.
(b) De f,(a,) =0: a"lna, = a,, donc a? !lna, =1. Comme «, > 1, Ina,, >0 et on
peut prendre le logarithme : (n —1)Inea,, +In(Ine,,) = 0, d’ou, en divisant par Ina,, # 0 :

In(In(e,,))
In(a,,)

(c) Si £ > 1: par continuité de In en ¢, In(c,,) — In £ > 0, puis par continuité de In en In £ >
0, In(In(e,,)) — In(In¢). Donc

n—1=—

lim In(In(e,,))  In(In¥)

n—+oo In(a,,) ~ In

L.

1= _ In(In(a

(d) Raisonnons par l'absurde : si £ > 1, alors d’apres (b) et (c), n (e ’S) tend vers

(ln £)

le réel fini — £, ce qui est absurde puisque n — 1 — +o00. Donc £ < 1, et avec (a) : £ = 1.

Analyse
Solution 2
1. (a) fol s dz = [arctan z]g = arctan1 — arctan 0 = 7.
(b) Pour k€ {l,..,n} : 2= = Lx ——, donc u, = %ZZZI 9(E) avec g(z) = H%’

1+(3)

continue sur [0, 1]. On reconnait une somme de Riemann de g sur [0,1] : (u,,) converge et
1
1
lim wu, / — _de=1_.
n—+oo 0 1+ z2 4
2. Pour z € [0,1], 1 + 2% > 1, donc (1+z ) >1let 0<

(1+ e cc<f l1dz = 1.
3. (a) Soit z € [0,1]. Si z =0 les inégalités sont des égalités. Si x > 0, la fonction exp est

T ) < 1. En intégrant sur [0, 1]

(bornes croissantes) : fol

continue sur [0,z] et dérivable sur |0,z[ : d’apres le théoréme des accroissements finis, il
existe ¢ €]0,z[ tel que e® —e® =ze¢. Or 0 < c <z <1 donne 1 < e < e, donc 0 < ze® <
ex, soit 0 <e”* —1 <L e.x.
(b) Soit z € [0, 1]. Pour tout ¢ € [0,z] C [0,1], (a) donne 0 < e* — 1 < et. En intégrant entre
0 et = (bornes croissantes) : 0 < foz (et —1)dt < foz et dt, c’est-a-dire 0 < [e* — t]g < [e%]z,
soitOSe”C—l—azggac2

4. (a) Posons xj, = 5% pour k € {1,...,n}. Comme n < n® <n?+k?, z;, €]0,1]. Alors

n

wn—unzz (e®r —1) ka—z et —1—x,).

k=1 k=1

D’apres 3.(b), 0 < e —1—x;, < %mi pour chaque k ; en sommant :
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(=) (=)

e l=n n z
0<w, —u, <=3 (——) .
<w, un_z;(n2+k2)
3

(b) La fonction h : z — (1 + x2)_2 est dérivable sur [0,1] et A (z) = —2 x 2z x (1 +2?) ~ =
—4x

(1+a

décroissante sur [0, 1].

¢) Soient n > 1 et k € {1,...,n}. Pour tout z € [==L E] < [0, 1], 0nam<£done h étant
(c)

n 'n

décroissante, h(x) > h(%) = (1 + (%) ) - . En intégrant sur [% —] de longueur — 1.

ol strictement négatif sur ]0,1] (et nul seulement en 0). Donc h est strictement

k

/k:l (1+2?) *dz > %(1+ (§>2)—2

: 2 _ = _ 1,1 k)2 72
5. (a) Pour ke{l,..,n} : (nﬁlﬁ) = 4(1&&)2)2 =Ix R(l + (&) ) <
1 (1 +z?)" da d’apres 4.(c). En sommant pour k de 1 a n et en utilisant la relation

de Chasles puis la question 2 :

Avec 4.(a) : 0 < w,, —u, <

nstoo 35 = 0, le théoreme des gendarmes donne lim,, ,, . (w,, —u,,) = 0. Or

(b) Comme lim

w,, = u, + (w, —u,) et u, — 7, donc (wn)n21 est convergente et lim, ,,  w, = 7.
Nombres complexes

Solution 3.
Partie I.

1. (a) A=(2+i)m)2—4m?>(1+i)=m?((2+i)?—4—4i)=m?(4d+4i—1—4—4i) =

—m? = (im)2.
(b) A = (im)? avec im # 0, donc (E) admet deux solutions distinctes :
94 : 94 iV — i
_( -H)g%—i-zm —(lti)m et = ( +2);n im _

L’ensemble des solutions est S = {m, (1 4+ i)m}.
2. 22y =mx (L+i)m=m2(1+4). Avec m =re? : m? =r2e?? et 1+i=2(cos(%)+
isin(%)) = v2e'%. Donc

Partie II.

1. La rotation de centre M, et d’angle —% envoie O sur My : z3 — 25 = e (0 —2,) =
—i X (—24) = i29. Donc z3 = (1 + )25 = (1 +4)?m = 2im. L’homothétie de centre O et de
rapport k envoie M, sur M, : z4 — 0 = k(z; —0), donc z, = km.

2. Comme m # 0 et k # 1, les dénominateurs sont non nuls et, en simplifiant par m :
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2g—2y km—(14+im k—1—i 23—2 = 2im—m —1+2:

24— 2 km—m  k—1 " z3—2, 2im—(1+im —1+i’

—142i _ (=1424)(=1—4) _ 14i—2i—2i% _ 3—i
Or =435 = “Coesir = 2 = 5 Donc

2 — 2y 25— 2 2(k—1) 2(k—1) T2k-1) 2k-1)"
3. Les points M;, M,, M ne sont pas alignés : % = 21@—71 =241 ¢ R. Ils déterminent donc

un unique cercle, et M, (distinct de M, car k # 1, et distinct de M,, M5 car k est réel) est
sur ce cercle si et seulement si

(M4M1,M4M2) = (M3M1,M3M2)[7T]7
c’est-a-dire si et seulement si le nombre % % (dont un argument est
(M4M1,M4M2) = (Mng,M3M2)) est un réel. D’apres la question 2, ce nombre est réel
si et seulement si % =0, soit k= —2. Donc M,;, M,, M5, M, sont cocycliques si et
seulement si k = —2.

Structures algébriques

zx2')x 2" =

k(27 % 2") =

Solution 4.

Partie 1.

1. (a) Avecz =1,y=0,2" =0,y =2:1%2i=(1x2+0°%x0)+ix0x2=2.
(b) 2ix1 : z=0, y=2, 2’ =1, ¥y =0, donc 2ix1=(0x0+2°x1)+ix2x0=32.
Comme 1%2i =2+ 32=2ix1, laloi * n’est pas commutative.

2. Soient z =x + iy, 2’ =’ + iy, 2" = x” + iy” trois complexes (z,y,z’,y’, 2", y” réels).

((2y +v°2) +iyy) * («” +iy") = ((zy' +v°2 )y’ + (y')’2") +iyy'y” = (ay'y" +v°2'y" +y

/4

) — (acy/y” +y5(m/yll +y’5x”)) +Z~yy/y// — (xy'y” +y5x y +y

(z+iy) * ((2'y” +y°2") +iy'y”
Les deux résultats sont égaux : la loi * est associative.

3. () 1x(14+2i):xz=1,y=0,2"=1,y =2,donc 1 (1 +2i) = (1 x2+0%x 1)+ x 0 x
2=2.

(b)Onal*2i=2=1x (14 2i) avec 2 # 1 + 2i. Dans un groupe tout élément est régulier
(simplifiable) : 1 x a = 1 * b entrainerait a = b (en composant a gauche par le symétrique de
1). Ce n’est pas le cas ici, donc (C, %) n’est pas un groupe.

4. (a) Soient z =z +iy et 2’ =2’ + 4y’ dans E (y # 0,y #0). Alors zx 2’ = (zy’ +y°z") +
iyy avec xy’ +y°x’ € R et yy’ € R* (produit de deux réels non nuls). Donc z %2’ € E : E
est stable pour .

(b) La loi * est interne dans E (a) et associative dans C donc dans E. Elément neutre :
i=0+1li€c Eetpourtout z=z+iy€ F:zxi=(zXx1+y° x0)+iyxl=zeti*xz=
(0x y+ 15 x z) +1i x 1 x y = 2. Donc i est élément neutre. Symétrique : soit 2 = z + iy €

E. Cherchons 2’ =2’ +iy € Etel que z% 2/ =i :yy = 1 et 2y’ + ¢Sz’ =0, soit y/ = i et

x' = —%. Posons 2’ =—%+i% €EFE.Onazx*xz = (%—y5;—6) +i=iet 2 xz= (—;—6 X
5
y+ (%) x) + z(i)y = (—;—5 %) + ¢ = 4. Donc tout élément de E admet un symétrique

byt + iy

5y'5x”) + lyy
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dans E, et (E,*) est un groupe. Non commutatif : (144)*2i = (1x2+4 1% x0) +1i x
1x2=2+2iet2i*(14+4i)=(0x1+2°x1)+4ix2x1=32+ 2i;ces deux éléments de
E ne commutent pas. Donc (E, %) est un groupe non commutatif.

Partie II.

1. F C E (un élément yi de F s’écrit 0 + yi avec y # 0) et F' contient 1’élément neutre i (y =
1). Soient yi et y'i dans F. Le symétrique de y’i dans (E, *) est, d’apres 1.4.(b) (avec 2’ =
0), (%)z Alors

1 1 1
(i) * ((T)Z) = (OX—,+y5X0) tiy X = = (%)ZGF
Y Y Y Y

car % € R*. Donc F est un sous-groupe de (E, *).

2. (a) p(R) ={p(z) JzeR}={z+i/z e R} =G.
(b) Pour tous z,z' € R : p(z) xp(z') = (z+i)* (2 +i) = (zx 1+ 1°x 2 )+ix1x1=
(x+2')+i=p(z+2z"). Donc ¢ est un homomorphisme de (R, +) vers (C, *).
(c) (R,+) est un groupe commutatif et ¢ est un homomorphisme de (R,+) vers (C,*) ;
I'image d’'un groupe commutatif par un homomorphisme est un groupe commutatif (pour
la loi d’arrivée). Donc (¢(R), *) = (G, *) est un groupe commutatif. Détail : G est stable
(p(z) * p(z') = p(z + z’) € G), * est associative, p(0) = i est neutre dans G, le symétrique
de () est p(—z) = —z +1i € G, et (x) x p(2’) = p(z + ') = p(z" + z) = p(z’) * p(z).

Arithmétique

Solution 5.

1. Algorithme d’Euclide pour 23 et 10 : 23=2x10+3 ; 10=3x3+1 ; 3=3x1+4+0.
Donc 23 A 10 =1 et, enremontant : 1 =10—3x3=10—3 x (23—2x 10) =7 x 10 — 3 X
23. Ainsi 10 x 7 =1[23] (en effet 70 =3 x23+1) : u= 7. (Cet entier est unique dans
{1,...,22} : si 10u = 10u’[23] alors u = u'[23] car 10 est inversible modulo 23.)

2. (a) m = 10g + r. Or 10(g + ur) = 10g + 10ur = 10q + 70r et 70 = 1[23], donc 10(q + ur) =
10q + r = m[23], c’est-a-dire m = 10(q + ur)[23].

(b) Si 23 divise g + ur, alors 23 divise 10(g + ur), donc 23 divise m d’apres (a). Récipro-
quement, si 23 divise m, alors 23 divise 10(q + ur) ; comme 23 A 10 = 1, le théoreme de
Gauss donne : 23 divise g + ur. D’ou ’équivalence.

3. (a) Soit = € N solution de (S). De z = 2[10] avec 0 < 2 < 10, le reste de la division eucli-

dienne de z par 10 est 2 : il existe ¢ € N tel que x = 10g + 2. Posons m =2 —1=10g+ 1 €
N : son quotient par 10 est ¢ et son reste est 1. Comme z = 1[23], 23 divise m, et d’apres
2.(b) (avecu="7,7r=1),23 divise ¢+ 7x 1 =¢q+ 7.
(b) D’apres (a), si = est solution alors z = 10g + 2 avec ¢ € N et ¢+ 7 = 0[23], soit ¢ =
—7=16[23] : ¢ =16 + 23k avec k € Z, et ¢ > 0 impose k € N. Alors z = 10(16 + 23k) + 2 =
162 + 230k. Réciproquement, pour k € N, z = 162 + 230k vérifie z = 162 = 2[10] et z = 1 +
161 + 230k = 1 + 23(7 + 10k) = 1[23]. L’ensemble des solutions de (S) dans N est {162 +
230k; k € N1.
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