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Session de rattrapage 2023 (épreuve officielle RS 24F)

Analyse

Solution 1.
Partie 1.
1. (a) Pour z > 0, posons X = T8 ; alors X" = T2 = VzetlnX = %lnx. Donc

1 n
(2n)"(X In X)" = (20)" X" (In X)" = (2n)"/Z (2—> (o= ne)r
n
Quand z — 07, X = 227 — 0% et limy o+ X In X = 0, donc lim, o+ f,,(z) = (2n)" x 0" =
0= f,(0) : f,, est continue a droite en 0.
(b) lim, ,, vz =400 et lim,,,  (Inz)" =+oc0 (car Inz — +oco et n>1), donc
liInm—>+oo fn(x) = +00.

(¢) Avec la méme notation X =zz : (2n)"(In £\ = (2n)"(%)n(1§{—ﬂ)n = % =
f”T(m). Quand z — +oo, X — 400 et limy . ln§ =0 (croissances comparées), donc
lim, i "éx) = 0. Comme lim_  f,, = 400, la courbe (C,) admet au voisinage de +oco0 une
branche parabolique de direction 'axe des abscisses.

(d) Pour z >0 : f”T(”:) = % Quand z — 07, \/LE — 400 et (Inz)™ — 400 si n est pair,
—o0 si n est impair (car Inx — —o0). Donc lim,_,+ f"T(x) = 400 si n est pair et —oo si n

est impair. Comme f, (0) = 0, ce quotient est le taux d’accroissement de f,, en 0 : f, n’est

pas dérivable a droite en 0 et (C,) admet au point O une demi-tangente verticale, dirigée

vers le haut si n est pair et vers le bas si n est impair.

2. (a) f,, est dérivable sur ]0, +oo[ comme produit de z — /z et de z > (Inz)™, toutes deux
dérivables sur 0, 4+oco[. Pour z > 0 :

1 (lnz)® 2n(lnzx)"! 1

(lnm)"—l—\/i-n(lnm)"_l-gz NG + NG ZQﬁ(lnm)"_1(2n+lnx).

@) = 5=

(b) Por n >2,n—1>1et fi(z) =0« (lnz)" 1 =0o0u2n+Inz=0<«>Inz =0 ou

lnz=-2n<z=1o0uz=e?"

(c) Le signe de f/(z) est celui de (Inz)"!(2n+Inz), avec 2n +lnz <0<z < e 2" et
e 2" < 1. Cas n pair : n— 1 est impair, donc (Inz)"! a le signe de Inz. Sur |0,e "] :
Inz <0 et 2n+1Inz <0, donc f,(z) >0 ; sur Je ", 1] : Inz <0 et 2n+Inz > 0, donc

fi(xz) <0 ;sur|l,400[ : les deux facteurs sont positifs, f; (x) > 0. Ainsi f,, est croissante
sur [0, e72"], décroissante sur [e~2", 1] et croissante sur [1, +oo[, avec f,(0) =0, f, (e ") =
e "(—2n)" = (2—")n, fn(1) =0 et lim,  f, = +oo. Cas n impair : n —1 est pair, donc

(Inz)"1 >0 (et vaut 1sin = 1) ; f/ () a le signe de 2n + In z : négatif sur |0, e~2"|, positif

n
sur e 2", +oo[. Ainsi f, est décroissante sur [0,e "] et croissante sur [e 2", +oo[, avec
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f,(0)=0, f,(e?) = e—”(—21n)" —(?”) minimum), f,,(1) =0 et lim,  f,, = +o0.
(d) Sur ] +oo[ fi(z) =3z 2(2n(Inz)"~! + (Inz)") est dérivable et
fl(z) = —}lx*% (2n(Inz)" ! + (Inz)"™) + %x*% i(Zn(n —1)(Inz)" 2+ n(lnz)" 1),

soit, en mettant iz en facteur : () = 2A=(—2n(lnz)" ! — (Inz)" + 4n(n —

3
2 0 n dz\/z
D(lnz)" 2+ 2n(lnz)" ) = Z;I (4n(n —1) — (Inz)?). Sin est impair et n > 3, alors n —
2 est impair et n —2 > 1 : (Inz)" 2 change de signe en x = 1 (négatif avant, positif apres),

tandis que 4n(n — 1) — (Inx)? > 0 au voisinage de 1 (il vaut 4n(n — 1) > 0 en 1) et 4z+/T >
0. Donc f; s’annule en 1 en changeant de signe : le point d’abscisse 1 (c’est le point (1;0))
est un point d’inflexion de (C,).

Partie II.

1. (a)u, = +/B(InB)". Commel < f<e,onal<InB<1,donc0< (InB)" <1l,etl<+/B<
V/e. Par produit, 0 < u,, < y/e pour tout n € N*.

(D) Upyr = VB B)" =wu,InB, avec u, >0 et 0 <InB <1, donc u,,; <wu, : la suite
(un), ., est (strictement) décroissante.

(c) ( ) est géométrique de raison In 3 €]0, 1], donc lim,, ,,  u, = 0.

. (a) Soit n € N*. D’apres I.2.c, f,, est continue et strictement croissante sur [1,+oo[ (quelle
que soit la parité de n, f; > 0 sur ]1,+o0o[). Elle réalise donc une bijection de [1,e] sur
[f.(1), f.(e)] = [0,+/€] (car f,(e) = /e 1" = \/e). Comme 0 < 1 < 4/e, il existe un unique
z, € [1,€] tel que f,(z,) =1, et x, €]l,e[car f,(1) =0+#1et f,(e) = e # 1.

(b) Soit n e N*. f, (z,)= \/_n(lnasn)wrl = fo(@z,)Inz, =lnz, <1=f, (z,,,) car
z, < e. Comme f, ; est strictement croissante sur [1,4o0[ et que z,,z,,, € [1,€], on en
déduit z,, < z,,, : la suite (x,) est strictement croissante. Elle est majorée par e, donc
convergente (théoréme de la convergence monotone).

. (a) La suite est croissante, donc z,, > x; > 1 pour tout n > 1, et par passage a la limite £ >
xz, > 1. De plus z,, < e pour tout n, donc £ <e. Ainsi 1 < /¢ <e.

(b) De f,(z,) =1 on tire (Inz,)" = \/% Comme z,, — ¢ > 0 et que = \/lg est continue
en ¢, lim, ., (Inz,)" = \/LZ‘

(c) Supposons £ < e. Alors Inz,, - Inf avec 0 <Inf <1 (car 1 < ¢ < e), donc In(lnz,,) —
In(In¥) < 0 par continuité de In. Ainsi nln(Inz,,) est le produit de n — 400 par une suite
de limite strictement négative : lim,, ,,  nln(lnz, ) = —oo.
(d) Si £ < e, alors (Inz,)" = em™n@n) 5 = — 0 d’apres (c) (notons que Inz,, > 0), ce qui
contredit (b) puisque \/LZ #0. Donc £ =e:lim, ,,  x, =e.

Partie III.
1. (a) f; est continue sur I (continue & droite en 0 d’apres I.1.a et continue sur ]0, +o00[), donc

(f1)? est continue sur I et admet une primitive H sur I ; F(z) = H(1) — H(z) est alors
dérivable, donc continue sur 1.

(b) Soit x >0 ; F(z f t(Int)? dt. Premicre intégration par parties avec u(t) = (Int)?,
u'(t) = 2ot v’(t) = t v(t) (fonctlons de classe C! sur [z,1]) :
1
2 Y2 2Int z? !
F(z) = lg(lnt) ] — ) 5 Td —?ln (ac)—/w tintdt.

Deuxiéme intégration par parties avec u(t) = Int, u'(t) = 1, v'(t) =t, v(t) = & :
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1
1 2 1 2
t t T 1
1 = | — —dt=—"Inz— = (1 — z2).
/z tlntdt [ nt] /x 2dt 5 e 4( z?)

T

Donc F(m)z—%an( )+ 3” In(z) + (1 — 2?).
2. (a) lim, g 2%In?(x) = hmmﬁm (zln x) =0 et lim, ,o«#?’lnz =lim, ,o. z- (zlnz) =0

(car zlnz — 0). Donc lim,_,o. F(z) = 3.

(b) F est continue sur I, donc continue & droite en 0 : F/(0) = lim,_,+ F(z) = 3. Autrement

dit [ t(Int)? dt = }

(c) Le volume du sohde de révolution engendré par la rotation de la portion de (Cj)

d’abscisses dans [0, 1] autour de ’axe des abscisses est V = fo (f1(£)*dt = 7F(0) = % @

unités de volume. L'unité étant 1cm, V = § cm?® ~ 0,785 cm?.

Nombres complexes

Solution 2.
Partie I.
1. (a z)_}:efsystéme impose z 4+ y # 0, donc z = \/z + i,/y # 0 et |z]|?> = z +y. Alors % = % =

x+y

1 1 1 12 4
oVl —— 1— s
z—l—z \/—( + P )—l—z\/_( a:+y) 5+5z

puisque (x,y) est solution de (.5).
(b) En multipliant I'égalité précédente par z 0 : 22+ 1= (2 + 2i)z, soit 2> — (2 +

%i)z 4+ 1 = 0. Discriminant :
12 4)? 144 16 96. 100 28 96 2 2 /8 67
A=|=Z24Z) —4="FC_ 4 = =224 i (2(443)) =(2+=4) .
(5 +5z) % 25 25 25 25 " 25’ (5( * Z)) (5+5z)
12, 4 8,6, 4_2,;
Les solutions sont z = %, soit 2y = 2 =244 et z, = 28 =% % Les
valeurs possibles de z sont 2 4+ i et % — %z

(c) z=+x+ i,/y a une partie imaginaire /y > 0, ce qui exclut z,. Donc z = 2 + 4, d’ou
vVe=2et Jy=1:(z,y)=(4,1).

2. D’apres 1, si (S) a une solution, c’est nécessairement (4
(4,1) :z+y=5Vi(l+i)=2xE=2et VI(1-1
L’ensemble des solutions de (S) dans R? est {(4,1)}.

1). Réciproquement, pour (z,y) =
= ‘51. Le couple (4,1) est solution.

)

Partie II.
L. Pourz€C*: 2] =1<= [z’ =142 2z2=1<>2z=1 (on d1V1separz7é0)
2. Les affixes a, b, ¢, p, g, r sont de module 1, donc d’apres 1 : a = 1 ,b=1 etc.

(a) P est le point de (U), distinct de A, tel que (AP) || (BC) (si la parallele est tangente en
A, on convient que P = A ; on traite le cas P # A). Le parallélisme se traduit par 2= € R

(avec ¢ # b), c’est- a—d1re—:( 2). O
(p—a):%—%:"’a—‘f:(a—p)bc=<p—a)bc
e=b) TITL T a0 ae-b)

w
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p—a _ (p—a)bc

c—b ap(c—b)

3 L 7 N o e . p—a . _ be . _ be
L’égalité avec p # a donne, aprés division par £ #0: 1 = ap soit p = %

(Réciproquement, % est bien de module 1 et rend le quotient réel, donc c’est I'affixe du

second point d’intersection ; si % bc = a, la paralléle est tangente en A.)

(b) De méme, avec @ + A : ( Q) L (BC) se traduit par C;a € iR, c’est- a—dire =
—(&5) = a‘; :)l;'; (méme calcul qu’en (a)). Apres division par £ # 0: 1 = —2%, soit ¢ =
—F =

(c) En appliquant (a) avec C' a la place de A et (AB) a la place de (BC) : r = 2. Alors

ab bc a?® — c? T—p a>—c®2 a ¢
r—p=———=5» , donc =—-—-.
c a ac b—0  ac c a
1 1
Or%—gz%—%:%—izg—%:—(%— ) donc 52 est un imaginaire pur. Il est non

nul dés que a? # c2, c’est-a-dire P # R (le cas ¢ = —a donne P = R = point d’affixe —b,
ou les droites sont confondues avec un point). Ainsi (OB, PR) = Z[n] : les droites (PR) et
(OB) sont perpendiculaires.

Structures algébriques

Solution 3.
1. E C M;(R) et la matrice nulle M (0,0,0) appartient & E. Pour (a,b,c),(a’,b’,c’) € R3 :

a—a 0 0
M(a,b,c) — M(a',b",c") = 0 b—b —(c—c)|=M(a—ad,b—-b,c—c")€E.
0 c—c¢ b=V

Donc E est un sous-groupe de (M5(R), +).
2. (a) Pour (a,b,c),(a’,b’,c’) € R®: M(a,b,c) + M(a’,b’,¢') = M(a+a’,b+b',c+c’), donc

o(M(a,b,¢c)+ M(a',b',c"))=(a+a’,(b+b)+ (c+c')i) = (a,b+ci)*(a’,b" + i) = p(M(a,b,c)) * o(M(a, b,

¢ est un homomorphisme de (E,+) vers (R x C,*). De plus p(E) C R x C et, pour tout
(x,2) € R x C, en posant b = Re(z) et ¢ =Im(z), ona z=>b+ci et o(M(z,b,c)) = (z,2) :
¢ est surjective, donc ¢(E) =R x C.

(b) (E,+) est un groupe commutatif (sous-groupe du groupe commutatif (M;(R),+)) et
I'image d’un groupe commutatif par un homomorphisme est un groupe commutatif pour
la loi d’arrivée. Donc (p(E),*) = (R x C,*) est un groupe commutatif (d’élément neutre
©(0) = (0,0), le symétrique de (z, z) étant (—z,—z)).

3. (a) (2,2 )T (z,2) = (2’ Re(z) + = Re(2'),2'2) = (z Re(2') +
z’ Re(z),22") = (z,2)T(2’,2") (commutativité de ’addition et de la multiplication dans R
et C). T est commutative.

(b)  (x,2)T(0,1) = (x Re(1) + 0 x Re(2),2 x 1) = (z,z), et par commutativité
(0,1)T(x, 2) = (x, 2). Donc (0,1) est I’élément neutre de 7.

(c) Pour z € R : (1,9)T(x,—i) = (1 x Re(—i) + = x Re(4),i x (—i)) = (0+0,1) = (0,1). Si
T était associative, alors pour z # z’ : ((z, —i)T'(1,4))T (2", —i) = (0, 1)T(z", —i) = (z’, —1)
et (z,—)T((1,0)T(z",—1)) = (x,—i)T(0,1) = (x,—1i) seraient égaux, ce qui est faux. Donc
T n’est pas associative dans R x C. (Autre formulation : (1,47) aurait une infinité de
symétriques, ce qui est impossible pour une loi associative avec élément neutre.)

c’)).
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4. (a) GCR x Cet (0,0) = (Im(0),0) € G. Pour z,2" € C, le symétrique de (Im(z"), 2") pour
* est (—Im(2"),—2") = (Im(—2"), —2’) et

(Im(z2), 2) * (Im(—2"),—2") = (Im(2) + Im(—2"), 2 — 2') = Im(z — 2’),z — 2’) € G.

Donc G est un sous-groupe de (R x C, ).

(b) Soient z=z+iy et 2 =2a"+iy dans C* (x,y,z’,y" réels). Y(2)TY(z') =
(Im(2) Re(2") + Im(2") Re(z2),22") = (yz' +y'x,22"). Or 2z’ = (za’ —yy') + i(zy” + yz’),
donc Im(z2") = zy’ + yz’ et Y(z2") = (Im(22"), 22") = (yz’ + y'z, 22") = Y(2)TY(2'). ¢ est
un homomorphisme de (C*, x) vers (R x C,T).

(c¢) ¥Y(C*) ={(Im(2),2) / z € C*}. Comme (Im(z),z) =(0,0) <= 2 =0, on a Y(C*) =G —
{(0,0)}. (C*, x) est un groupe commutatif et 1 est un homomorphisme, donc son image
(G—{(0,0)},T) est un groupe commutatif. Détaillons, puisque T' n’est pas associative
sur R x C tout entier : pour z,2’,2” € C*, ¥(2)T(2") = ¢¥(z2") € G —{(0,0)} (stabilité) ;
(W()TY(2")Th(2") = $(22"2") = P(2)T (P(2")T(2")) (associativité) ; $(1) = (0,1) est
neutre ; $(2)TH(L) = $(1) = (0,1) (symétrique de P(2) : $(L)) ; B(TYH(') = h(22') =
Y(2'z) = ¥(2")TyY(z) (commutativité).

5. D’apreés 4.a, (G, *) est un groupe commutatif, d’élément neutre (0,0). D’apres 4.c, (G —
{(0,0)},T) est un groupe commutatif d’élément neutre (0,1) ; de plus T est interne dans
G tout entier car (Im(z),2)7°(0,0) = (0,0) € G, et I'associativité de T' dans G reste vraie
lorsqu’un des éléments est (0,0) (les deux membres valent alors (0,0), car ¢g7'(0,0) = (0,0)
pour tout g € G). Reste la distributivité de T par rapport a * dans G : pour g = (Im(z), z),
9 = (Im(2"),2), ¢ = (Im(2”),2") dans G :

9T (¢" *g") = (Im(z) Re(z’ + 2”) + Im(2" + 2”) Re(z),z(z" + 2"))
= (Im(z) Re(2") 4+ Im(2") Re(z),22") * (Im(z) Re(z”) + Im(z") Re(z), 2z") = (¢T¢") = (¢Tg"),

par linéarité de Re et Im ; la distributivité a droite en découle par commutativité de T
Donc (G, *,T') est un corps commutatif (il est isomorphe a (C, +, x) via z = (Im(2), 2)).

Arithmétique

Solution 4.

1. (a) S=1+p(l+p+..+pP?), donc S =1[p| et p ne divise pas S. Si g et p n’étaient
pas premiers entre eux, comme ce sont deux nombres premiers on aurait ¢ = p, et alors p
diviserait S : contradiction. Donc p et g sont premiers entre eux.

(b) g est premier et ne divise pas p (question a), donc d’apres le petit théoreme de Fermat :
p?t =1[q].

(c)(p—1)S=(p—-1)(1+p+p?>+..+pP ) =pP—1 (somme des termes d’une suite géo-
métrique de raison p £1: S = p:__ll). Comme ¢ divise S, ¢ divise (p —1)S = pP — 1, donc
PP = 1[q].

2. (a) Comme p A (g — 1) = 1, le théoréme de Bézout donne (u,v) € Z? tel que pu + (¢ — 1)v =
1. Remarquons que S est impair (somme de p termes impairs, p impair), donc q # 2 et ¢ —
1>2;ainsi u # 0 et v# 0 (sinon ¢ — 1 ou p diviserait 1), et u, v sont de signes contraires
(car pu+ (¢ —1)v=1> 0 avec p,q — 1 > 2 interdit deux entiers non nuls de méme signe :
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deux positifs donneraient une somme > 4, deux négatifs une somme < 0). Premier cas :
u>0etwv<0. Alors pu=1+ (¢ —1)(—v) avec —v € N, donc pP* = p- (p?~1)"". Or pP* =
(pP)" = 1[q] (1.c) et (p?~1)"" = 1]g] (1.b), d’ot1 1 = p[g]. Second cas : u < 0 et v > 0. Alors
(g—1v=1+p(—u) avec —u € N, donc p@1? =p. (p?)™ ; le membre de gauche est =
1[q] et (p?) " = 1[q], d’ott 1 = p|q]. Dans les deux cas, p = 1[q].

(b) Si p =1[q|, alors p* =1[q] pour tout k € N, donc S = Z;é p* = Zz;é 1=p=1[q
Ainsi S = 1[q].

3. Raisonnons par I’absurde : si p et ¢ — 1 étaient premiers entre eux, la question 2 donnerait
S =1[q| ; or q divise S, donc S = 0[q], d’ou ¢ divise 1, ce qui est absurde. Donc p A (g —
1) # 1. Comme p est premier, ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p, donc p A (¢ — 1) = p,
c’est-a-dire p divise ¢ —1 : ¢ = 1[p]. (Exemples : p=3, S=13 et 13=1[3] ; p=5, S =
781 =11 x 71 et 11 = 71 = 1[5].)
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