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Analyse

Solution 1.

Partie I.

1. (a) Soit t > 0. Premiere inégalité : (2ft) < 1+t < 4(1+1t) < (2+1t)? (les dénominateurs
sont strictement ositifs) =444t <4+ 4t + 12 < 0 < t2, ce qui est vrai. Deuxiéme in-
égalité : 1+t < %@ + (1+t) ) < 2(1+1t) < (1+t)?+1 (on multiplie par 2(1 + ¢)2 > 0) <
0<(1+t)?2—2(1+1t)+ 1=t cequiest vrai. Dot I'encadrement pour tout t € [0, +o0].
(b) Soit > 0. Les trois fonctions de I’encadrement précédent sont continues sur [0, z] ; par

croissance de l'intégrale :

/w 4 dt</x di <1/w(1+ ! )dt
o 2412 T S, 14+t 7 2, (1+41t)2 '

Or 7 b= [ =2 =2 [ fh—mli+a) o Ho— ]S = (o

) 0 0
mz 1) =3 O = a(5e). Do 5 <In(1+w) < 5 ()
2. Pour z >0 : g(waz_l = 1“(1;;”)‘9” D’apreés 1.b : —z< ln(l +z)—z< ’”112;3 —x, soit
2 2 2 2 2z—22 2425—2x—2z2 __ 2
oz SIn(l+z) -z < — 32 (car 55 —x = =% 2+zz = et oy = — 2(1+z)) En
divisant par 22 > 0 :
1 . g(x)—1 . 1
2+~ x = 2(1+x)
Les deux bornes tendent vers —% quand z — 07 ; par le théoréme des gendarmes,
lim,_,o+ 9(32_1 = _%’
Partie II.
L lim, ,, o g(z)=lm, , ln(lzﬂ) =0 (car ln(lzﬂ) = 1n§1++zm) 122 Cavec ln%’;w) — 0 par crois-

sances comparées et £ — 1) et lim,_,,  e® = 0. Donc lim,_, , . f(z) = 0 : la courbe (C)
admet ’axe des abscisses comme asymptote horizontale au voisinage de +oo.

2. (a) lim,_,p: g(z) =lim,_ @ =1 (limite wusuelle) et lim, ;e ® =1, donc
lim, o+ f(z) =1= f(0) : f est continue & droite en 0.

(b) Pour z > 0 : (=—=)g(z) + 9(72_1 = g(z)eim_gg(f)w(z) - g(z)exz - f(m)_l‘
(¢) Quand x — 0t : 671 L _e¢1 _, 1 (limite usuelle limu_>0 ; = 1) g(x) =1 et
& — —2 (Partie I). Donc lim,_,g+ f(z£—1 =—1x1—-1=-3.7 est dérivable & droite

en 0 et f5(0 ) -3
3. g est dérivable sur ]0, +o00[ comme quotient de fonctions dérivables (dénominateur non nul),

donc f = g x exp(—z) est dérivable sur ]0, +oo[ comme produit. Pour z > 0 :




—
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x2 B z2(1+ x) ’

g (z) =

., o _ g(g)e=" = g7 :(:—(1+:(:)ln(1+ac)_x(1+x)ln(1+:v) z—(1+2z)2In(1+2x)
=g @)e —gl@)e™ = ( 21 +2) 21+ 2) ) 22(1+2)

car (1+z)In(1+z)+z(l+z)ln(l+2z)=1+2z2)1+2)In(l+=z) = (1 +2)?In(l + z).
4. (a) Soit >0 ; le dénominateur x?(1 + z) est strictement positif. Majoration : d’aprés

I.1.b, ln(l—i—x)z #=, donc (1+:c)2ln(1+m)22z(21—+;)2. Or 29”(21+—+;)2>:c<:>2(1+:v)2

2+ x < 222 + 3z > 0, vrai pour £ > 0. Donc x — (1 + z)?In(1 + z) < 0 et le quotient est

strictement négatif. Minoration : d’apres I.1.b, In(1 4+ z) < ;”(14;2;’ donc (1 +x)?In(1 +z) <
(1+z)(z2+22) _ 3432242z
. =

5 . Ainsi

3+ 322 + 22 _ —x3 — 322 . —3z3 — 322 :—§x2(1+m)
2 2 2 2

z—(1+z)?ln(l+z)>z—

(car —x® > —3z3 pour £ > 0). En divisant par z?(1 +z) > 0 : %w > —3.

(b) Pour = > 0, notons Q(z) le quotient précédent : f'(z) = Q(a:)e*x avec —3 < Q(z) <0

et 0 <e® <1 Donc f'(z) <0et f'(z) =Q(z)e ™ >—3e > —3. Ainsi —3 < f'(z) <0.

5. (a) f'(x) < 0 sur ]0,+o0[ et f est continue en 0 : f est strlctement decr01ssante sur [0, o0,
de f(0) =1 vers lim  _ f = 0.

(b) [Figure : dans le repére orthonormé (0,7,7) d’unité 2 cm, la courbe (C) part du point

(0;1) avec une demi-tangente a droite de coefficient directeur —2 (passant par (0;1) et
(%; 0)), décroit strictement, reste au-dessus de 1’axe des abscisses (Car f(z) > 0) et admet

cet axe pour asymptote en 4+o00. Points : f(1) = ln% ~ 0,25, f(2) =1n % ~ 0,07.]

Partie III.

1. Soit h(z) = f(x) — 3z sur ]0,4+o0[. h est continue sur ]0,+oo| et strictement décrois-
sante (somme de f strictement décroissante et de x> —3z strictement décroissante).
lim, o+ h(z) = f(0) —0 =1 > 0 (continuité a droite en 0) et lim__, h(z) =0 — oo = —o0.
Donc h réalise une bijection de |0, +oo[ sur | — 0o, 1], qui contient 0 : I’équation h(z) =0,
c’est-a-dire f(z) = 3z, admet une unique solution a dans ]0, +oo[. (Numériquement « ~
0,24.) On note que a = 3 f(a).

2. (a) Pour z > 0, g(xz) > 0 (car In(1 +z) > 0) et e® > 0, donc f(z) > 0; de plus f(0) =1 >
0. Ainsi f > 0 sur [0, 4+o00]. Par récurrence : uy = >0 ; si u,, > 0, alors f(u,,) est défini et
unH:%f( n) > 0. Donc Vn € N; u, > 0.

(b) Soit ¢(z) = 3 f(= ) sur [0, +00[. ¥ est continue sur [0, 4+o00|, dérivable sur |0, +oo[ avec
[V (z)| = 3| f'(z)] < § d’apres 11.4.b, et (a) = a. Pour n € N, u,, et a sont dans [0, +o00] ;
d’apres 'inégalité des accroissements finis appliquée a 9 entre u,, et « :

1 . 1
() — ()| < 5lu, —al, soit [, —af < Sfu, —al.

(c) Initialisation : |uy —a| = |8 —a| = 20|ﬁ—o¢|. Hérédité : si |u, —a| < 5|8 — al, alors
d’apres (b), |u,q — a| < ilu, —al < 725|8 — al. Conclusion : Vn € N ; |u, —a| < 5|8 —
al.

(d) lim,,_, o 5|8 —a| =0 car 0< 1 < 1. Comme 0 < |u, —a| < 5|8 — @], le théoréme

des gendarmes donne lim|u,, — a| = 0 : la suite (u,,) _ converge vers a.

neN

—T

)
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Analyse
Solution 2.
1. (a) Soit k€ {0;1;...;n —1}. La fonction exp est continue sur [k k“] et dérivable sur
k k+l k. k+1

k+1
n [ ; d’apres le théoréeme des accroissements finis, il existe ¢, €]% tel que e n —

e%:(k+1_k)exp( )—le

n

(b) Mk(g;e%> et Mk+1(k+1 en ) donc

n’ n[

k+1  k\? 2 11 1
MMy, =[S = 2) 4 (52— ek) = /5 + e = —V/1+ e,
n n n

n n

(c) Comme £ < ¢, < £t et que z > /1 + €27 est strictement croissante sur R (composée
de fonctions crmssantes cV14en <VIteer <14 % En multipliant par % >0:
2k 2(k+1)

%\/1+en§MkMk+1_ Vi+e _
2. (a) En sommant les 1negahtes de 1.c pour k allant de 0 an —1: %E::; Vi4den <S5, <
1 n—1 2 k+1 1 ). . -

o0 V1+erw (changement d’indice k + 1 — k).

) La fonctlon Yz l—) V1 + e est continue sur [0,1]. Les deux sommes %Z::o o(£)
et 1 Zk L ¢(£) sont des sommes de Riemann de ¢ sur [0,1] (subdivision réguliére de pas

/'\

1), donc elles convergent toutes deux vers f ! o(z)dx quand n — +o00. Par le théoreme
des gendarmes, lim, , S, = f V1+e2® da: (c’est la longueur de larc de (I') entre les
abscisses 0 et 1).

Nombres complexes

Solution 3.
1. (a) |1—1 =2 et l—i—\/§<72—i72> \/i(cos(—ﬂ)—l—isin(—g)), donc 1—i=
V2e i1, ‘1—|—\/_Z‘—2€t1—|—\/_2 2(% L) donc 1 + v/3i = 2¢'3.
(b) (A-)(1+V3i) _ T eif _ ei(3-3) —

202 2v2 LB =14 \/_’L—l+\/_ <1+\/§)+<\/§—1)i.Donc

(c) En développant : (1 — z)(
oits

_ 1+v3 V3-1
= f—kz d’ou cos

—~ =

2v2

12 V3+1 (\/§+1)(\/§_1) 2
@) u= 1 tn(B)i= ol (o) +isn() = e, ot iy = 2 =
%Zﬁ(\/_—l =+v6—+v2. Comme v6—+v2>0, on a bien u—(\/_—

\/ﬁ)e 1z (module V6 — /2, argument {5 ).

2. (a) Initialisation : zo + iy, = 1 = u. Heredlte supposons z,, + iy, = u". Alors

Cn+1 +iyn+1 =T, — (2 - \/§>yn +Z(2 - \/g)xn +Zyn = (xn +Zyn)(1 + (2 - \/§>Z> =u"-u= un-‘,—l‘
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Conclusion : pour tout n € N, z,, + iyn =u".
(b) D’apres 1.d, u™ = (\/_ \/_) ells = m(cos( %) +isin(3%)). Comme z, et y,
sont réels (récurrence immeédiate : ils sont déﬁnilg a partir de réels par des opérations réelles),
I'identification des parties réelle et imaginaire donne z,, = % et y, = %

3. (a) Ay a pour affixe u® =1 # 0. Les points O, 4, A,, sont ah;nes si et Seulemelilt si % =
u" € R, c’est-a-dire y,, = 0, soit sin(2%) =0 (car (cos(Z))" # 0), soit 2Z = 0[r], soit n =
0[12]. Les entiers cherchés sont les multlples del12:ne{l12m/me N}.

(b) Soit n € N. A,, # O car u # 0. On calcule

un—i—l

—um :u"(u—1> :1_u:_(2_\/§)i.

0—un —uyn

Ce quotient est un imaginaire pur non nul, donc (A 0,A,A, +1) = Z[n] : le triangle
OA, A, est rectangle en A,,.

Arithmétique

Solution 4.

1. (a) p est premier et impair, donc p ne divise pas 2 ; d’apres le petit théoréme de Fermat,
21 = 1[p].
(b) p étant impair, 2% est un entier naturel et (QPT_I — 1) (ZPT_I + 1) =21 —1=0[p].
Comme p est premier et divise ce produit, il divise I'un des facteurs (lemme d’Euclide) :
2 = 1[p] ou 2 = —1[p].

2. (a) Si p divisait z, alors p diviserait 2, donc 2 = 2% — (22 — 2) serait divisible par p (car
p | 22 —2), ce qui est impossible car p est un nombre premier impair. Donc p ne divise pas
x, et p étant premier, p et x sont premiers entre eux. )
(b) 22 =2[p] donne, en élevant & la puissance 2t : 2Pl = (31:2)pT = 2" [p]. Or p est
premier et ne divise pas z, donc d’aprés le petit théoréme de Fermat zP~! = 1[p]. Par
conséquent 2"z = 1[p].

3. Soit k € {1,2,...,p—1}. On a kC’;c = pC"“ i, donc p divise ka Commel<k<p—1letp
est premier, p et k sont premiers entre eux ; d’apres le theoreme de Gauss, p divise Cf.

4. (a) pl +i = v2(cos(Z) + zsm(4)). D’aprés la formule de Moivre, (1+14)? =
(\/5) (cos(p%) +isin(pf)) = 25 cos(pf) + 2% sin(p%).
(b) Les sommes admises sont des entiers relatifs. En identiﬁ%{lic les parties réelles des deux
écritures de (1+14)P (les CJ étant réels) : 2% cos(pZ) = > (—1)*C2* € Z. Dans cette
somme, le terme k = 0 vaut CIE] =1;pourl<k< 1%1, on a 2 <2k <p-—1, donc p divise
C2* d’apres la question 3. Ainsi 27 cos(p%) = 1[p).

5. Supposons p = 5[8] : p= 8m +5 avec m € N. Alors p4 = 2m7r—|— T, donc cos(pf) =

copi(i”) :—‘/75 = —277 et 28 cos(pT) = —2577 = —2%7 . D’aprés 4b 2" = l[p] soit

22 = —1][p]. Si I’équation (F) admettait une solution z, on aurait d’apres 2.b 27 = 1[p],
d’ou 1 = —1[p], c’est-a-dire p | 2, ce qui est absurde car p est impair. Donc si p = 5[8],
I’équation x2? = 2[p] n’admet pas de solution dans Z (exemples : p =5, p = 13, p = 29).
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Structures algébriques

Solution 5.
Partie 1.
1. EC My(R) et O= M(0,0) € E, donc E #+ &. Pour (z,y), (z',y’) € R? :

—v' +y—y y—y ) : /
M(z,y)— M@, y)= "7 , ; N =Mx—-2',y—y')€E.
( Y) ( y) ( 2y — 1) x_x_(y_y> ( Yy y)
Donc E est un sous-groupe de (My(R),+).

2. E est un sous-groupe de (M,(R),+), donc non vide et stable par addition. De plus, pour

AeR et (z,y) € R? : A M(z,y) = (Azi;‘y M’Y&y) = M(Az,\y) € E. Donc E est un sous-

espace vectoriel de (M,(R),+,.). (On peut aussi remarquer que M (z,y) = I +yM(0,1) :
E est le sous-espace engendré par I et M(0,1).)

3. (a) M(z,y) x M(x',y") = (z;;y zzy) (z';;;v’ z}”_'y/). Coefficients : ligne 1 : (z +y)(z’ +y') +

2yy" = (v’ +3yy’) + (2’ +ya’) et (z+y)y’ +y(@’ —y') = zy’ +ya’ ; ligne 2 : 2y(a’ +
y)+2y(z —y) = 2(zy’ +ya’) et 29y’ + (¢ —y) (2’ —y') = (z2’ + 3yy’) — (zy’ +ya’). En
posant X = zz’ + 3yy’ et Y = xy’ + yz’, la matrice obtenue est (};J;Y X}:Y =M(X,Y).
Donc M(z,y) x M(z',y") = M(zxz" + 3yy’, zy’ + yz’).
(b) (E,+) est un groupe commutatif (question 1). D’apres (a), E est stable pour x. La
multiplication est associative et distributive par rapport a l'addition dans E car elle I’est
dans M,(R). I = M(1,0) € E est ’élément unité. Enfin la formule de (a) est symétrique en
(z,y) et (2',y") + M(z',y') x M(z,y) = M(z'z + 3y'y, 2’y + y'z) = M(z,y) x M(z,y’).
Donc (E,+, x) est un anneau commutatif et unitaire.

4. (a) D'aprés 3.a : M(V3,1) x M(—V3,1) = M(—3+3,v3 —V3) = M(0,0) = O.

(b) M(\/g, 1) # O et M(—\/g, 1) # O sont deux éléments non nuls de E dont le produit
est nul : F possede des diviseurs de zéro. Dans un corps, un produit nul a un facteur nul
(tout élément non nul est inversible). Donc (E,+, X) n’est pas un corps. (Directement :
si M (\/3, 1) était inversible, en multipliant ’égalité de (a) par son inverse on obtiendrait

M(—\/g, 1) = O, faux.)

Partie II.
1. Siz =y =0 alors z + yv/3 = 0. Réciproquement, soit (z,y) € Q? avec z + yv/3 =0. Si y #
0, alors /3 = —% € Q, ce qui est absurde car /3 est irrationnel. Donc y = 0, puis z = 0.
2. F—{0}CR* et 1=1+0v3 € F—{0}. Soient a =z +yv3 et b=2'"+ 1y v/3 deux élé-
ments de F — {0} ((z,%),(z’,y’) € Q? non nuls). D’abord b’ =z’ —y’v/3 # 0 d’aprés la
question 1 (appliquée & (z/,—y’)), et bb’ = 2% — 3y’? € Q*. Alors
ab’ (37 + l/\/g) ($/ - y’\/ﬁ) oz’ —3yy oy

B ' — zy’
a by .’13/2 _ 3y/2 .’13/2 _ 3y/2 + .17/2 _ 3y/2 \/_

et ab~! # 0 comme produit de réels non nuls. Donc ab~—! € F — {0} : F — {0} est un sous-
groupe de (R*, x).

3. Remarque préalable : ¢ est bien définie car I’écriture = + yv/3 d’un élément de F est unique
(siz+yv3=2a"+y'v3alors (x —2') + (y — ¥ )V3 = 0 et la question 1 donne z = 2/, y =
y)

(a) o(F—{0}) ={M(z,y) / (z,y) € Q* —{(0,0)}}. Or M(z,y)=0 <= (z+y=0,y=
0,2y =0,2—y=0)<>z=y=0. Donc ¢(F—{0})={M(z,y)/(z,y) €Q*} —{0} =
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G —{0}.

(b) Soient a = x +yv3 et b =2’ +y'v/3 dans F — {0}. ab = (z2’ + 3yy’) + (z¢/ +yz')V/3
avec (xz’ + 3yy’,zy’ +yx’') € Q%, donc ¢(ab) = M(zz’ + 3yy’, 2y’ +yx’) = M(z,y) x
M(z",y") = p(a) x p(b) (d’apreés 1.3.a). ¢ est un homomorphisme de (F — {0}, x) vers
(E, x).

(¢) L’image d’un groupe commutatif par un homomorphisme est un groupe commutatif pour
la loi d’arrivée. (F' — {0}, x) est un groupe commutatif (sous-groupe de (R*, x)) et @(F —
{0}) = G — {0}, donc (G — {0}, x) est un groupe commutatif, d’élément neutre (1) =
M(1,0)=1.

4. GCE et G est un sous-groupe de (E,+) : I =M(1,0) € G et M(z,y) —M(z',y’') =
M(z—2z',y—1vy') € G pour (z,y), (z',y") € Q% G est stable pour x (M(z,y) x M(z',y’) =
M(zz’ 4+ 3yy’,xzy’ + yx’) & coefficients rationnels) ; x est associative, commutative, distri-
butive par rapport & + dans G (car dans E) et I € G. Donc (G, +, X) est un sous-anneau
commutatif unitaire de E. Enfin, d’apres 3.c, tout élément non nul de G est inversible dans
G — {0}, donc dans G, avec I pour unité. Ainsi (G, +, X) est un corps commutatif.
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