Mathématiques - 2eéme Bac Sciences Physiques et SVT

Examen national : Corrigé

Session normale 2024 (épreuve officielle NS 22F)

Suites numériques

Solution 1.

4(14u,)—6 _ 4u,—2
1. (a) Pour tout n € N : 4 — 1+6un = & 1;2: = 1u+un =, .
(b) Initialisation : u, = 4, donc 2 < u, < 4. Hérédité : supposons 2 < u,, < 4 pour un
entier n. Alors 3 <1+ wu,, <5, donc g < HLU < 2 (la fonction inverse est décroissante sur
10, +o0[), d'ond —2 < 4 — b <4 g, cest-a-dire 2 < wu,,; < % < 4. Conclusion : pour

14w, —
toutneN, 2 <y, <4.

4y, —2 4y, —2—u,—u2 —u2+3u,, —2
2. (a) un+1_un:11fi-—un_un: - 1+;n == == 01 (u, — 1)(2 —uy) = 2u, —

1+unl
u2 —2+u, = —u2 + 3u, —2. Donc u, ., —u, = W
(b) D’apres 1)(b), 2 <u, <4,doncu, —1>0,2—wu, <0et 1+u,>0:u,,;—u, <0
pour tout n. La suite (u,,) est décroissante. Elle est décroissante et minorée par 2, donc elle

est convergente (théoréeme de convergence des suites monotones).

. o du,—2

3. (a) Comme u,, >2,1—wu, # 0 et v, est bien défini. Pour tout n : 2 —u, ., =2 — 2= =
24+2u,—4u,+2 _ 4—2u, _ 2(2—u,) _ 14u,—4u,+2 _ 3-3u, _ 3(1-u,) "
o Lrn - = )1+u" =T et L=y, g = 1tu, = Ttu, 11w, - Donc v, 4, =

—Up,y —u,) 2 4 2s o 2 2 . _2-4 _ 2
Tou.., — 31=u.) — 3Un: (v,) enst geon:ze;cflque de ra1820n 3 de premier terme v, = 14— 3
(b) Pour tout n : v, =vy(2)" =(2)"" . De v, = 1:5: on tire v, (1 —u,) =2 —u,,, soit
2— 1+(1=
u,(1—v,) =2—uv,. Comme v, #1 (car 0 <wv, <1), u, = == = 1(_vvn) =14+,
1 n n n
donc U, = 1+ W
—(3
q n+1 2

(c) Comme —1 < £ <1, lim,,_,, . (2)"" =0, donc lim,,_,, u, =14 25 =2.

Géométrie dans I’espace

Solution 2.

1. Le plan (P) a pour vecteur normal 7(2, —2, 1), donc une équation de la forme 2z — 2y + z +
d =0. Comme A(—1,0,—1) € (P): —2—0—1+d =0, dou d = 3. Ainsi (P): 2z —2y +
z+3=0.

2. M(z,y,2) € (S) & QM =56 (z—2)*+ (y+1)® + 2% = 25, s0it 2° + y*> + 2® — 4z + 2y —
20 =0.

3 () d(9, (P) = BOREA = f =g =3

(b) Comme d(2, (P)) =3 <5 = R, le plan (P) coupe la sphere (S) suivant un cercle (I") de
rayon r = VR2 —d2? = /25 — 9 = 4.
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4. (a) (A) passe par (2,—1,0) et est dirigée par 7i(2,—2,1) (vecteur normal a (P)) : (A):
T=2+2t
y=—1-2t (t € R).
z=t

(b) Le centre du cercle (I') est le projeté orthogonal de © sur (P), c’est-a-dire le point
d’intersection de (A) et (P). On remplace dans I’équation de (P) : 2(2 4+ 2t) — 2(—1 — 2t) +
t+3=0<9+9=0<«t=—1, ce qui donne le point (0,1,—1) = H. Donc H est le centre
de (I').

(c) Le milieu de [AB] est (=Ll of2 =113 = (0,1,—1) = H, qui appartient & (A). De plus
AB(2,2,0) et AB -1 =4— 4 + 0 =0, donc (A) est perpendiculaire a (AB). La droite (A)
passe par le milieu de [AB] et lui est perpendiculaire : c’est une médiatrice du segment [AB].

Nombres complexes

Solution 3.
1. |a| = \/_|1 —i| =3V2=1/6. Puis a= \/6(‘/75 = z@) = \/é(cos(_T”) +isin(=F)), donc

arg(a) = - [2n].
2. (a) b= 2+f+z _ (rvEHi)ati) 2+f+z+2z+fz 1_ 1+\/§+(3+\/§)i' Or V3 _ v3+3

ST = =6 _ °©

343 _ 3 i(?’ —> ‘G \f.(chiill(J:r )— = +‘f (3“"[ z. Ensui?e/g —3+3‘/§ei% = 3%/@(% TF z\?) =
3+\(f 3«f+3 3+\f f+1 _b
6 a’

wld

(b) b—ax \/_e—u X 3+\f€z — ‘f(3+‘f) ei(5-%) — (\/_—i-\/_)e 7 (car x/é(s?jﬁ) _
\/__|_F \/_—i-\/_) Donc b:(\/_+\/_)( (1 ) +isin(%)).  Alors b =

(\/__4_\/_) 12—(\/_4-\/_) :(\/_+\/_> , qui est un nombre réel.

3. (a) L’écriture complexe de la rotation de centre O et d’angle ¥ est 2’ = €6y = ( (%) +
isin(%))z = (\/Tg + éz) (\/_—l— z)z Ainsi @’ = e'5a, donc arg( ) =larg(a) + % ==F +
Z=F [27T].

(b) a’ = e'6a’ = e'6el6aq = €' 3\/_6 i —\/_e %) = \/Bei. D’apres 2)(b), b= (\/_—i-
\/5) e'1z, donc GT” \f{ 7 : les vecteurs OA” et OB sont colinéaires, donc les points
O, A” et B sont alignés.

(c) b =e'Th=1¢"% xax 2 =¢F x 3+‘f X a= 3+‘/§ez2a = 3+3‘/§ia. Or ia =1iv3(1 —
i) =3(G+1) = \/§(1+i)—a Doncb’ ( f&

(d) D’apres (c), & < 3+‘fz donc (OA, OB’) = arg( /) ]. Les droites (OA) et (OB’)

sont perpendlculalres : le triangle OAB’ est rectangle en O

Calcul des probabilités

Solution 4.

Le tirage est simultané : l'univers est ’ensemble des combinaisons de 2 boules parmi 7,

équiprobables, de cardinal (;) = 21.

1. A est réalisé si les deux boules portent le numéro 1 ((;1) = 6 tirages) ou le numéro 2 ((3) =
6+1 _ 7

1 tirage) ; il n’y a qu’une boule numérotée 3. Donc p(A) = &L = L = 1.
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2. La somme vaut 4 pour les tirages (1,3) : 4 x 1 = 4 tirages, et (2,2) : (g) = 1 tirage. Donc
p(B)=St =

21 21"
3. ANB: mémes numéros et somme 4, donc les deux boules portent le numéro 2 : 1 tirage.
p(ANB) = ﬁ
4. p(A) x p(B) = 3 x £ = & # L = p(AN B). Les événements A et B ne sont pas indépen-
dants.

Probleme d’analyse

Solution 5.

Partie I.

1. (C,) est la courbe de 'exponentielle : croissante, passant par (0,1) et (1,e), d’asymptote
I'axe des abscisses en —oo ; (C,) est la premiere bissectrice y = z. On les trace dans un
méme repere orthonormé.

2. Sur le graphique, la courbe (C,,) est entierement au-dessus de la droite (C,) (les deux courbes
ne se coupent pas), donc u(x) > v(z), c’est-a-dire e* — x > 0, pour tout z € R.

3. Comme u >v sur [0,1], l'aire cherchée vaut, en unités d’aire : A:fol(ez—x) dz =

-] = (- -1-c-%

Partie II.

1. (a) f(x) existe si et seulement si e* — z > 0, ce qui est vrai pour tout réel z d’apres la partie
I. Donc f est définie sur R.
(b) Pour tout z e R, e —z =e (1 —xze ) avec € >0 et 1 —ze* > 0 (quotient de e* —
x>0 par e”). Donc In(e® —z) =In(e”) + In(l —ze™®) =z +In(l —ze ™ ®) et f(z) =x+
l—z—In(l—ze®)=1—In(1—ze™*).
(c) limg,_,
1 et, par continuité de In en 1, lim,_,  f(z) =1—1In1 = 1. Interprétation : la droite
d’équation y = 1 est asymptote horizontale a (C f) au voisinage de +o00.

2. (a) Quand z — —oc0 : €* -0 et —x — 400, donc e* —z — 400 et In(e” —z) = +oo.
Ecrivons f(z) =1 —In(1 — ze ) : ze~® — —oo (produit de  — —oo par e™% — 4-00), donc

T : , . oy
re~® =lim, ,, =% = 0 (croissances comparées), donc lim, ,, (1 —ze™®) =

1—ze™® — 400, In(1 —ze™®) - 400 et hmzﬂ oo f(x) = —00.

(b) Pour <0 : e —z=—z( +1)=(—2)(1-%)=(—2)(1 - -5) car £ =_L_.
Comme —z >0 et 1— L. =<=% N 0, on a In(e” —z) =In(—z) +In(1— L), d’ou
f(z)=z+1—In(—z) —In(1— mel,E?

(c) Pour 2 <0 : @ =1+1-— ln(;z - ln(lig%z). Posons t =—z — +o00: m(;z) = bt _,

0 (croissances comparées). De plus ze ® — —oo, donc a:e*‘” — 0 et ln(l — = w) —Inl=

0, d’ou le dernier quotient tend vers 0. Enfin %—> 0. Donc lim,_, (Tf =1. Comme

@ = 1, étudions f(z) —z=1—1In(—z) —In(1 — ) :
= —o0. La courbe

lim,_,  f(z)=—ocoetlim, ,
In(—z) — +o0 et le dernier terme tend vers 0, donc lim, ., _(f(z) — z)
(Cf) admet donc une branche parabolique de direction la droite d’équation y = x au
voisinage de —oo.

3. (a) f est dérivable sur R (composée et somme de fonctions dérivables, avec e” —x > 0) et
pour tout z € R : f'(z) =1— :z:x = em_e‘i__‘fﬂ — elz_—fn'
(b) Le dénominateur e” — z est strictement positif (partie I), donc f'(z) a le signede 1 — x :
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f'()>0pour x <1, f/(1)=0et f'(x) <0 pour > 1. f est donc strictement croissante
sur | — oo, 1] et strictement décroissante sur [1,+oo[. Son maximum est f(1) =2 —In(e —
1). Tableau de variations : f croit de —oo (en —o0) jusqu’a f(1) = 2 — In(e — 1), puis décroit
vers 1 (en +00).

(c) f est continue et strictement croissante sur [—1,0]. f(—1) = —In(e™* + 1) < Ocare ! +
1>1,et f(0)=1—1In1=1>0.Comme 0 €]|f(—1), f(0)[, le théoreme des valeurs intermé-
diaires (cas d’une fonction strictement monotone) assure que ’équation f(z) = 0 admet une
solution unique dans | —1,0].

4. (a) Les solutions de f(x) =z sont les abscisses des points d’intersection de (C;) avec la
droite d’équation y = z. Sur la figure, cette droite coupe (Cf) en exactement deux points,
d’abscisses @ < 0 et § > 0 : 'équation f(z) = z admet deux solutions « et 3.

b) fla)=aswa+l—In(e* —a)=a<In(e*—a)=1<¢e*—a=ec. De méme e’ —
B = e. En soustrayant : e —a — (eﬁ — B) =0, c’est-a-dire e® —ef = a— 8.

5. (a) g est continue et strictement croissante sur I =| — oo, 1] (question 3)(b)), donc g réalise
une bijection de I sur J = ¢g(I) =|lim,_,  f(x), f(1)] =] — 00,2 —In(e — 1)]. Ainsi g admet
une fonction réciproque g—! définie sur J =] — 00,2 — In(e — 1)].

g’ (0) # 0, g~! est dérivable en g(0) = 1 et (g*l)’(1) — g’%O) -1

(b) On a g(0) = f(0) =1 et ¢'(0) = f'(0) = =% = 1 # 0. Comme g est dérivable en 0 avec
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