Mathématiques - 2eéme Bac Sciences Physiques et SVT

Examen national : Corrigé

Session normale 2023 (épreuve officielle NS 22F)

Géométrie dans I’espace

Solution 1.

1. (a) AB(2,0,—2) et AC(2,4,—4). Donc ABAAC = (0 x (—4) — (—=2) x 4)7— (2 x (—4) —
( 2) X 2)J+ (2 x4—0x 2)k = 81+ 47+ 8k = 4(21 + J+ 2k).

”AB A AC” =44+ 1+ 4 =12. L’aire du triangle ABC' est ||Z§ /\IC‘H =6 (en
umtes d’aire). D’autre part HAB A ACH = AC x d(B, (AC)) avec AC = /4 + 16 + 16 = 6,
donc d(B, (AC)) = £ = 2.

2. (a) %t le milieu de [AC] ﬂ(l,ﬁ), donc DO(2,1,2) = 1(8,4,8) = i(ﬂ?'/\A—C”)

(b) DS est colinéaire a ABA AC, vecteur normal au plan (ABC) ; comme D €
(ABC) (milieu de [AC]), le point D est le projeté orthogonal de  sur (ABC) et
d(Q, (ABC)) = DY = /4 + 1 + 4 = 3. (Vérification par la formule : (ABC) : 2z + y + 22 —
9=0et d(Q, (ABC)) = [SH489 _ 3

3. (a) 22 —6z+9y? —8y+22—-82+32=0<= (z—3)?°+(y—4)2+(2—4)2=9+16+
16 — 32 = 9. (S) est la sphere de centre €2(3,4,4) et de rayon R = 3.

(b) d(2, (ABC)) =3 =R : le plan (ABC) est tangent a la sphere (S). Le point de contact
est le projeté orthogonal de €2 sur le plan, c’est-a-dire le point D(1,3,2) d’apres 2.b.

4. Un plan parallele a (ABC) a une équation de la forme 2z + y + 2z + ¢ = 0. Il coupe (S) sui-
vant un cercle de rayon r = /5 si et seulement si d(£, (Q))? + r? = R2, soit d(, (Q))? = 9 —
5=4, donc d(,(Q)) =2 : W=2<:) |18 + ¢| =6 <= ¢ = —12 ou ¢ = —24. Donc
(Q1):2c+y+22—12=0et (Qy) : 2z +y+22—24=0.

Nombres complexes

Solution 2.

1. \a|:\/m—2eta—2 9—2 cos(§) +isin(%)).

2. (a)b—d—1+\/_+z—2z—1+ —z—b—c
(D) b—a=1+v2—v2+i(1—v2)=1+i(1—V2), donc (V2+1)(b—a)=v2+1+
i(v2+1)( ;f>;f+1+z(1—2) =1++v2—i=b—d. Ainsi DB = (vV2+1)AB :
les vecteurs DB et AB sont colinéaires, donc les points A, B et D sont alignés.

3. (a) ac = (V2+iv2) 1+\/_—z> =v2(1+v2) —iv2+iv2(1+v2) + V2 =2+
2v2+2i=2(1+V2+i) = 2b.
(b) arg(ac) = arg(a) + arg(c)[27n], avec arg(a)=7% et arg(c)= arg(l_)) = —arg(b)[27].
D’autre part arg(2b) = arg(b)[27] car 2 > 0. L’égalité ac = 2b donne donc § —arg(b) =
arg(b)[27], soit 2 arg(b) = F[27].
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4. (a) La rotation de centre O et d’angle § a pour écriture complexe 2’ = e'iz. Or a = 2¢e'%,

donc ‘i = Setz = %az.

(b) L’affixe de R(C) est 1ac = % x 2b = b, donc R(C) = B. L’affixe de R(A) est %az = %

4e'2 = 2{ = d, donc R(A) D.

(c) c—a=1+\/_—\/_—i(1+\/§)=1—i(1—|—\/§>. Alors I';_ZZT;@;:

(i) 0v2)) - Numerateur : 1+4(1+v2) +(1— v3) — (1= V) (1+V3) =
1+(1+v2) ‘

1+2i+1=2+2i ; dénominateur : 1+43+2v2=4+2y2. Donc =2 = 2?;1:/5) =

0H)(E—v2) _ (v2)0rd o (%)a: (%)\/5(1”) = (%ﬁ (144) : on a bien

X

Ol R L
boa — (‘/52*1>a. Comme ‘/52*1 > 0, arg(2=2) = arg(a) = Z[2r], donc (AC, AB) = 7[27].

Calcul des probabilités

Solution 3.
Le tirage dans U, est équiprobable parmi 6 boules ; apres ajout de la boule tirée, U, contient
6 boules et le second tirage est équiprobable parmi ces 6 boules.
1. (a) Trois boules de U; portent le nombre 1 : p(A) = 2 = 1.
(b) ab =2 si et seulement si (a =1et b=2) ou (a=2et b=1).
e Sia=1 (probabilit¢ 2), U, contient 1;1;1;1;2;2 et p(b = 2) = 2
e si a =2 (probabilité %) U, contient 1;1;1;2;2;2 et p(b=1) = %.

3, 2 1 3 — 9 _1
DOHCp(B) 6X6+€X6 %—F% 36 — 1

2. ANB est Pévénement « a=1 et b=2 », de probabilité 2 x 2= 21. Donc p(4 / B) =

(AmB)_é_é_g

pB L1767 3
3() = 0 si et seulement si a = 0 (car b € {1,2} n’est jamais nul) : p(X =0) = 2 = 1.
(b) X prend les valeurs 0,1,2,4. p(X =1)=pla=1letb=1)=2x2=2=1.p(X =
2)=pB)=1;p(X=4)=pla=2etb=2)=2x2=2 = Loide X : p(X =0) = 3,
pX=1)=3pX=2)=1p (X:4):%I(Vérliﬁcation:lliz+1%+%+%: ).

() M=(X=2)U(X=4),donc p(M)=3+f=5+1=3; e N=(X=1), donc
p(N) = 1. Les évenements M et N sont equlprobables

Probleme d’analyse

Solution 4.
2
1. (a Pour x>0 : f(z)=2—2+1—2Inz+ (Inz)?= 25”72”72‘”;””(1”) =
3z—2—2zxInz+z(lnz)?

(b) Posons t=/z, soit =12 ; quand x — 0F, t = 0%, et z(lnz)? =t2(2Int)? =

4(tInt)? — 0 car hmt%m tlnt = 0. Donc lim, .o+ z(Inz)? = 0. De méme, quand x — +oo,
2

t — +oo et (1”) (21::5) = 4glnt) — 0 car lim, ,, ¢ = 0. Donc lim,_,,, &% — 0.

t T

(c) D’apres (a ), flz) = 322 ote 12 Quand z — 07 : 3z — 0, zInz — 0 et z(lnz)? —
0, donc le numérateur tend vers —2 < 0, tandis que le dénominateur z tend vers 0. Donc
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lim,_ o+ f(z) = —oo : la droite d’équation z = 0 (I’axe des ordonnées) est asymptote verticale

a (Cy).
(d) lim,_,, . (1 —Inz)* = +oo et lim
2 _ 2z (nz)?
2 T B
(b)) : lim,_, @ = 0. Comme lim,_, . f(z) = +o0, la courbe (Cf) admet au voisinage
de +o0o une branche parabolique de direction ’axe des abscisses.

2. f est dérivable sur 0,400 et f(z)=F+2(1—Ilnz)x (—1) =3 — w =
2—2x(l—Inz) _ 2(l—z+zlnx)

2 - T2 :

2

wotoo = =0, donc lim,_,,  f(x) = +o0. flo) _ 3 _

x x
, et chaque terme tend vers 0 quand x — +oo (limites usuelles et question

3. (a) D’apres le tableau, f" décroit vers 0 sur ]0, 1] et croit a partir de 0 sur [1, 5], puis décroit
vers 0 sur [§,+oo[ : le minimum de f’ sur |0,+oo[ est f'(1) =0, et f'(z) > 0 pour z # 1.
La dérivée est positive et ne s’annule qu’en 1, donc f est strictement croissante sur |0, +oo[.
Tableau de variations : f croit strictement de —oo (en 07) vers 400 (en +00), avec f(1) =
2 —241 =1 et une tangente horizontale au point (1,1).

(b) f” est la dérivée de f’ : son signe se lit sur les variations de f’. f”(z) < 0 sur |0, 1] (f’
décroissante), f”(z) > 0 sur [1,] (f" croissante), f”(x) < 0 sur [B,4oo[ (f’ décroissante),
avec 17 (1) = £7(8) = 0.

(c) (Cf) est concave sur |0, 1], convexe sur [1,] et concave sur [B,+oo[. f” s’annule en
changeant de signe en 1 et en 3 : les deux points d’inflexion ont pour abscisses 1 et 5 ~ 4,9.

4. (a) D’apres la courbe (C,) : g(z) < 0 sur ]0,af, g(x) > 0 sur Ja, 1, g(x) < 0 sur |1, 4o0], et
9(a) = g(1) = 0.

(b) f(z) —x = g(z). Sur [a,1], g(z) > 0, donc f(z) > z : la droite (A) est en dessous de
(Cy). Sur ]0,a] et sur [1,4o00[, g(x) <0, donc f(z) <z : (A) est au-dessus de (C}). Les
deux courbes se coupent aux points d’abscisses a et 1.

5. Construction : asymptote verticale z =0 ; (Cf) croissante, coupe (A) :y =z aux points
(o, @) =~ (0,3,0,3) et (1,1) ; tangente horizontale et point d’inflexion en (1,1) (la courbe est
concave avant, convexe apres) ; second point d’inflexion en (5, f(5)) ~ (4,9,1,9) ; branche
parabolique de direction (Oz) en 400 (la courbe monte de plus en plus lentement, en restant
au-dessous de (A) pour z > 1).

6. (a) La fonction F : z — 2z — zlnx est dérivable sur [a,1] et F/(z) =2— (lnz+z x 1) =
2—Inz—1=1—Inz. Donc F est une primitive de x — 1 —Inz sur [o, 1].

(b) On écrit (1—Inz)?2=(1—1Inz)x (1—1Inz) et on pose u(z)=1—1Inz, v'(z)=
1—Inz, dou v/ (z) =—2 et v(z) =2z —zlnz (fonctions dérivables & dérivées conti-
nues sur [a,1]) : f: (1—Inz)?dz =[(1—Inz)(2zx —zInx)]} + f; 12z —zng)dz =
2—(1-Ina)2a—alna)+ fi(Q —Inz)dz. Or f:(? —Inz)dr =2z — (zlnz — )]} =
3z —zlnz]l, =3—3a+alna, et (1—lna)(2a—alha)=a(l—Ina)(2—Ina)=a(2—
3lna+ (Ina)?) =2a—3alna+ a(lna)?.  Donc f: (1—Inz)?dz =2 —2a+3alna —
a(lna)?+3—-3a+alna=51—a)+4alna—a(lna)?=5(1—a)+a(4d—Ina)lna.

(c) Sur [a, 1], f est croissante et f(a) = a >0 (car g(a) = 0), donc f(z) > 0 : aire cher-
chée est A = fi f(x)dz (unité d’aire : 1em?). Or f:(2 —2)dz =2z —2lng], =2—2a+
2lna. Donc A=2—-2a+2lha+5(l—a)+a(d—Ina)lha=71—a)+2nha+a(4d—

2 (soit environ 0,6cm? pour a = 0,32).

In @) In acm
7. (a) Initialisation : u, €]a, 1[ par hypothese. Hérédité : supposons a < u,, < 1. Comme f

est strictement croissante sur |0, 4+o00| : f(a) < f(u,,) < f(1). Or f(a) = a (car g(a) =0) et

f(1) =1 (car g(1) =0), donc & < u,,; < 1. Conclusion : pour tout n € N, a < u,, < 1.

(b) Pour tout n, u,,; —u, = f(u,) —u, = g(u,). Comme u, €]a,1], la question 4.b (ou

4.a) donne g(u,,) > 0, donc u,,,; > u,, : la suite (u,,) est strictement croissante.

(c) (u,,) est croissante et majorée par 1, donc elle converge vers une limite £, avec uy < £ <
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1, donc £ €]a,1]. Comme f est continue sur |0, +oo] et u, ; = f(u,), on a f(£) =¢, c’est-

a-dire g(¢) = 0, donc £ = o ou £ = 1. Puisque £ > a, on conclut : lim,, ,, u, =1.
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