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Suites numériques

Solution 1.

1. 𝑢1 = 6
5 = 1,2 et 𝑢2 =

3×1,2
1+2,4 = 3,

6
3 ,4 =

18
17 ≈ 1,06.

2. Initialisation : 𝑢0 = 2 > 1. Hérédité : supposons 𝑢𝑛 > 1. Alors 𝑢𝑛+1 − 1 =
3𝑢𝑛−1−2𝑢𝑛
1+2𝑢𝑛

=
𝑢𝑛−1
1+2𝑢𝑛

> 0 car 𝑢𝑛 − 1 > 0 et 1 + 2𝑢𝑛 > 0. Donc 𝑢𝑛+1 > 1. Conclusion : 𝑢𝑛 > 1 pour tout 𝑛.
3. 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =

3𝑢𝑛−𝑢𝑛(1+2𝑢𝑛)
1+2𝑢𝑛

= 2𝑢𝑛−2𝑢2𝑛
1+2𝑢𝑛

= 2𝑢𝑛(1−𝑢𝑛)
1+2𝑢𝑛

. Comme 𝑢𝑛 > 1, 1 − 𝑢𝑛 < 0 tandis que 

2𝑢𝑛 > 0 et 1 + 2𝑢𝑛 > 0 : la différence est strictement négative. La suite est strictement 

décroissante.

4. Décroissante et minorée par 1, (𝑢𝑛) converge (théorème de la convergence monotone).

5. 𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1−1
𝑢𝑛+1

= ( 𝑢𝑛−1
1+2𝑢𝑛

) × (1+2𝑢𝑛3𝑢𝑛
) = 𝑢𝑛−1

3𝑢𝑛
= 1

3𝑣𝑛. (𝑣𝑛) est géométrique de raison 13  et 

𝑣0 = 2−1
2 = 1

2 .

6. 𝑣𝑛 = 1
2(
1
3)
𝑛
. De 𝑣𝑛 = 1 − 1

𝑢𝑛
 on tire 𝑢𝑛 = 1

1−𝑣𝑛
= 1

1−12(
1
3)
𝑛 . Comme (13)

𝑛 → 0, lim𝑢𝑛 = 1.

Nombres complexes

Solution 2.

1. Δ = 12 − 16 = −4 = (2𝑖)2, donc 𝑧 = 2
√
3±2𝑖
2  : 𝑆 = {

√
3 + 𝑖,

√
3 − 𝑖}.

2. |𝑎| =
√
3 + 1 = 2 et 𝑎 = 2(

√
3
2 +

1
2𝑖) = 2(cos(

𝜋
6) + 𝑖 sin(

𝜋
6)) : 𝑎 = 2𝑒

𝑖𝜋6 , d’argument 𝜋6 .

3. 𝑎6 = 26𝑒𝑖𝜋 = −64, réel. 𝑎12 = (𝑎6)2 = 4096.
4. 𝑑 = 𝑒𝑖𝜋3 𝑎 = 2𝑒𝑖(𝜋6+𝜋3 ) = 2𝑒𝑖𝜋2 = 2𝑖. Une rotation conserve les distances : 𝑂𝐷 = 𝑂𝐴 = 2, et 

l’angle (𝑂𝐴, 𝑂𝐷) = 𝜋
3 . Un triangle isocèle en 𝑂 dont l’angle au sommet vaut 𝜋3  est équila­

téral : 𝑂𝐴𝐷 est équilatéral (on vérifie 𝐴𝐷 = |2𝑖 −
√
3 − 𝑖| = | −

√
3 + 𝑖| = 2).

5. |𝑧 − 𝑎| = 𝐴𝑀  et |𝑧 − 𝑎| = 𝐵𝑀  où 𝐵 est le point d’affixe 𝑎 =
√
3 − 𝑖, symétrique de 𝐴 par 

rapport à l’axe des réels. L’ensemble cherché est la médiatrice de [𝐴𝐵], c’est-à-dire l’axe des 

réels (droite (𝑂, 𝑢⃗)).

Probabilités

Solution 3.
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1. Il y a (52) = 10 tirages équiprobables. 𝑃(𝑅) = (32)
10 =

3
10  et 𝑃(𝑉 ) =

(22)
10 =

1
10 .

2. 𝑋 prend les valeurs 0, 1, 2 : 𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃(𝑉 ) = 1
10 , 𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝑅) =

3
10 , 𝑃(𝑋 = 1) =

3×2
10 =

6
10 . 𝐸(𝑋) = 0 ×

1
10 + 1 ×

6
10 + 2 ×

3
10 =

12
10 = 1,2.

3. (a) On répète 4 fois, de façon indépendante (remise), une expérience dont le succès « deux 

boules rouges » a la probabilité 𝑝 = 3
10  : 𝑌  suit la loi binomiale de paramètres 𝑛 =

4 et 𝑝 = 0,3. (b) 𝑃(𝑌 = 2) = (42)(0,3)
2(0,7)2 = 6 × 0,09 × 0,49 = 0,2646. 𝑃(𝑌 ≥ 1) = 1 −

𝑃(𝑌 = 0) = 1 − (0,7)4 = 1 − 0,2401 = 0,7599.

Problème d’analyse

Solution 4.

Partie A.

1. 𝑔′(𝑥) = 2𝑥 − 1
𝑥 =

2𝑥2−1
𝑥 , du signe de 2𝑥2 − 1 sur ]0,+∞[ : 𝑔 est décroissante sur ]0,

√
2
2 ] et 

croissante sur [
√
2
2 , +∞[.

2. Le minimum de 𝑔 vaut 𝑔(
√
2
2 ) =

1
2 + 1 − ln(

√
2
2 ) =

3
2 +

1
2 ln 2 > 0. Donc 𝑔(𝑥) > 0 pour tout 

𝑥 > 0.

Partie B.

1. lim𝑥→0+ ln 𝑥 = −∞ et 1𝑥 → +∞, donc ln 𝑥𝑥 → −∞ et lim𝑥→0+ 𝑓(𝑥) = −∞ : la droite 𝑥 = 0 
(axe des ordonnées) est asymptote verticale à (𝒞︀).

2. lim𝑥→+∞ ln𝑥
𝑥 = 0 (croissances comparées) et 𝑥 − 1 → +∞, donc lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = +∞.

3. 𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) = ln 𝑥
𝑥 → 0 en +∞ : (Δ) est asymptote oblique. Le signe de 𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) =

ln 𝑥
𝑥  est celui de ln 𝑥 : (𝒞︀) est au-dessous de (Δ) sur ]0, 1[, au-dessus sur ]1,+∞[, et les deux 

se coupent au point d’abscisse 1.
4. 𝑓 ′(𝑥) = 1 +

1
𝑥×𝑥− ln𝑥

𝑥2 = 1 + 1− ln𝑥
𝑥2 = 𝑥2+1− ln𝑥

𝑥2 = 𝑔(𝑥)
𝑥2 . D’après la partie A, 𝑓 ′(𝑥) > 0 : 𝑓 est 

strictement croissante sur ]0,+∞[, de −∞ à +∞.

5. 𝑓 est continue et strictement croissante de ]0,+∞[ sur ℝ : l’équation 𝑓(𝑥) = 0 a une unique 

solution. Comme 𝑓(1) = 0, cette solution est 𝑥 = 1.
6. 𝑓(1) = 0 et 𝑓 ′(1) = 𝑔(1) = 2 : (𝑇 ) : 𝑦 = 2(𝑥 − 1).
7. Tracé : asymptote verticale 𝑥 = 0, asymptote oblique 𝑦 = 𝑥 − 1, passage par (1, 0) avec 

tangente de pente 2, courbe croissante, au-dessus de (Δ) pour 𝑥 > 1.

Partie C.

1. 𝐻′(𝑥) = 1
2 × 2 ln 𝑥 ×

1
𝑥 =

ln 𝑥
𝑥  : 𝐻 est une primitive de 𝑥 → ln 𝑥

𝑥 .

2. 𝐼 = [12(ln 𝑥)
2]𝑒
1
= 1

2(1 − 0) =
1
2 .

3. Sur [1, 𝑒], (𝒞︀) est au-dessus de (Δ), donc l’aire vaut ∫𝑒
1
(𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)) d𝑥 = 𝐼 = 1

2  unité 

d’aire. L’unité d’aire vaut 2 × 2 = 4 cm2 : l’aire est 2 cm2.

4. 𝐽 = ∫𝑒
1
(𝑥 − 1) d𝑥 + 𝐼 = [𝑥22 − 𝑥]

𝑒

1
+ 1

2 = (
𝑒2
2 − 𝑒) − (

1
2 − 1) +

1
2 =

𝑒2
2 − 𝑒 + 1.
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