Mathématiques - Tronc Commun Scientifique

Devoir surveillé n°3 : Corrigé

Semestre 2, devoir 1

Equations et inéquations trigonométriques

Solution 1.

1. (a) 2cosz — /3 =0 <= cosz = ‘/73 = cos(%), donc © = £ 4 2km ou © = —% + 2km, k € Z.
(b) sinz = —1 =sin(—%),donc x = —F + 2kmrou v =7 — (—%) + 2kr = 1T 4+ 2kr, k € Z.
(c) tanz = 1 = tan(%), donc « = § + kx, k € Z (la tangente est m-périodique).

2. On pose X = cosz ; I’équation devient 2X2%2 4+ X —1 =0, de discriminant A =148 =09,

dou X ="-13=—1oux==2=1
e cosz = —1 : dans [0, 27[, 'unique solution est x = .
e cosz =3 =cos(%) :dans [0,2n, s =F ouz =2nr—F = 5.

_ I 5w
Donc S = {g,ﬂ',? o
3. 2sinz —1 >0 <= sinz > 3. L’équation sinz = % a pour solutions dans | — , ] les réels %
et %’T. Sur le cercle trigonométrique, les points d’ordonnée supérieure ou égale a % forment

I'arc allant du point d’angle % au point d’angle %” en passant par le point d’angle 7 (le
« haut » du cercle). Donc S = [%, 5]

Transformations du plan

Solution 2.
1. A; =t(A) signifie Z—A—I =%, donc A;(2 + 3;1 — 2), soit A;(5;—1).
t(B) = O signifie BO = @, donc B(0 — 3;0 + 2), soit B(—3;2).
2. Q est le milieu de [MM'] ot M’ = s(M), donc ' =2z —z ety =2yg —y :

o {x’ =2—z
Ny = —2—y
Pour A(2;1) : A,(2 —2;—2—1), soit A5(0;—3).
3. (a) M’ = h(M) signifie QM’ = —2QM,soit 2’ —1=—-2(x—1) ety +1=—-2(y+ 1) :

r =3—2z
e

(b) A3(3 —4;—3—2), soit A5(—1;—5). On a QA(1;2) et NA5(—2;—4), et —2Q4 a pour
coordonnées (—2;—4) : on a bien QA5 = —2QA.
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4. L’image d’une droite par une homothétie est une droite qui lui est parallele : (D’) a une
équation de la forme y = 2z + p. Le point M(0;3) appartient a (D), donc h(M)(3;—9)
appartient a (D) : =9 =2 x 3+ p, d’ou p = —15. Donc (D’) : y = 22 — 15. (Vérification
avec N(—1;1) € (D) : h(N)(5;—5) et 2 x 5 — 15 = —5.)

5. Expression analytique de s’ : 2/ =2x4—2=8—2 et ¢y =2x1—y=2—y. Soit
M(z;y) ; alors s(M)(2 — z; —2 —y), puis f(M) = s'(s(M))(8 — (2 —);2 — (=2 — y)), soit
£ ' =x+6
Ny = y+a

P

Pour tout point M, le vecteur M f(M) a pour coordonnées (6;4) : f est la translation
de vecteur ¥(6;4). On remarque que Q2€/(3;2) et ¥ = 2Q€, conformément au cours : la
composée de deux symétries centrales de centres €2 et £’ est la translation de vecteur 2QQ’.

Produit scalaire

Solution 3.

Partie A.

1. E-E:ABXACXCOS(A) =4><6><cos60°=24><%:12.

2. Théoreme d’Al-Kashi : BC? = AB? + AC? —2 x AB x AC x Cos(fi) =16+36 —2 x
12 = 28. Donc BC = /28 = 2V/7.

3. Théoréme de la médiane : AB? + AC? = 2AI% + BTCQ, soit 16 4+ 36 = 2AI% 4 14, d’ou AI? =
19 et AI =+/19.

4. Clmmif' esLle milieu de [BC], Al = %(ﬂé + A—C)), et par la relation di C@les
BC = AC — AB. Donc, par bilinéarité et symétrie du produit scalaire : Al - BC' =
iﬁ+ﬁ) . (A—C”—ﬁ) = %(ﬁz —EZ) = 1(AC? — AB?). Numériquement : AT -
BC = 1(36 — 16) = 10.

Partie B.

1. AB(4;2) et AC(2;—4), donc AB- AC =4 x 2+ 2 x (—4) =8 —8 = 0. Les vecteurs AB et
AC sont orthogonaux : le triangle ABC est rectangle en A.

2. Le centre du cercle de diamétre [BC] est le milieu de [BC] : Q(2£;352), soit ©(2;0).
Son rayon est r = BE avec BC' = /(1 —3)2 + (—3 — 3)2 = /4 + 36 = /40 = 2v/10, donc
r = /10.
D’apres la question 1, AB-AC=0 ; or le cercle de diameétre [BC] est 'ensemble des points
M tels que MB - MC = 0, donc A € (C). (On peut aussi vérifier : QA4 = \/(—1 —2)2 + 12 =
V10 = r.)

3. Mz e(C) = OM?* = = (z -2+’ =10<= 2> —4do+4+y* =10 <= 2% +
y? —4x—6=0.

4. 524+12—4x5—-6=25+1—20—6=0, donc D € (C). DB(—2;2) et DC(—4; —4), donc
DB -DC = (—2)(—4) + 2 x (—4) = 8 —8 = 0. Les vecteurs DB et DC sont orthogonaux :
le triangle DBC' est rectangle en D, ce qui est cohérent avec le fait que D appartient au

cercle de diametre [BC].
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