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Devoir surveillé n°3 : Corrigé

Semestre 2, devoir 1

Équations et inéquations trigonométriques

Solution 1.
1. (a) 2 cos 𝑥 −

√
3 = 0 ⟺ cos 𝑥 =

√
3
2 = cos(𝜋

6), donc 𝑥 = 𝜋
6 + 2𝑘𝜋 ou 𝑥 = −𝜋

6 + 2𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ.

(b) sin 𝑥 = −1
2 = sin(−𝜋

6), donc 𝑥 = −𝜋
6 + 2𝑘𝜋 ou 𝑥 = 𝜋 − (−𝜋

6) + 2𝑘𝜋 = 7𝜋
6 + 2𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ.

(c) tan 𝑥 = 1 = tan(𝜋
4 ), donc 𝑥 = 𝜋

4 + 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ (la tangente est 𝜋-périodique).

2. On pose 𝑋 = cos 𝑥 ; l’équation devient 2𝑋2 + 𝑋 − 1 = 0, de discriminant Δ = 1 + 8 = 9, 
d’où 𝑋 = −1−3

4 = −1 ou 𝑋 = −1+3
4 = 1

2 .

• cos 𝑥 = −1 : dans [0, 2𝜋[, l’unique solution est 𝑥 = 𝜋.

• cos 𝑥 = 1
2 = cos(𝜋

3) : dans [0, 2𝜋[, 𝑥 = 𝜋
3  ou 𝑥 = 2𝜋 − 𝜋

3 = 5𝜋
3 .

Donc 𝑆 = {𝜋
3 , 𝜋,

5𝜋
3 }.

3. 2 sin 𝑥 − 1 ≥ 0 ⟺ sin 𝑥 ≥ 1
2 . L’équation sin 𝑥 = 1

2  a pour solutions dans ] − 𝜋, 𝜋] les réels 𝜋6  

et 5𝜋6 . Sur le cercle trigonométrique, les points d’ordonnée supérieure ou égale à 12  forment 

l’arc allant du point d’angle 𝜋
6  au point d’angle 5𝜋

6  en passant par le point d’angle 𝜋
2  (le 

« haut » du cercle). Donc 𝑆 = [𝜋
6 ,

5𝜋
6 ].

Transformations du plan

Solution 2.
1. 𝐴1 = 𝑡(𝐴) signifie 𝐴𝐴1

 = 𝑢⃗, donc 𝐴1(2 + 3; 1 − 2), soit 𝐴1(5;−1).
𝑡(𝐵) = 𝑂 signifie 𝐵𝑂⃗ = 𝑢⃗, donc 𝐵(0 − 3; 0 + 2), soit 𝐵(−3; 2).

2. Ω est le milieu de [𝑀𝑀 ′] où 𝑀 ′ = 𝑠(𝑀), donc 𝑥′ = 2𝑥Ω − 𝑥 et 𝑦′ = 2𝑦Ω − 𝑦 :

𝑠 : {𝑥′ = 2 − 𝑥
𝑦′ = −2 − 𝑦.

Pour 𝐴(2; 1) : 𝐴2(2 − 2;−2 − 1), soit 𝐴2(0;−3).
3. (a) 𝑀 ′ = ℎ(𝑀) signifie Ω𝑀 ′⃗ = −2Ω𝑀⃗, soit 𝑥′ − 1 = −2(𝑥 − 1) et 𝑦′ + 1 = −2(𝑦 + 1) :

ℎ : {𝑥′ = 3 − 2𝑥
𝑦′ = −3 − 2𝑦.

(b) 𝐴3(3 − 4;−3 − 2), soit 𝐴3(−1;−5). On a Ω𝐴(1; 2) et Ω𝐴3
(−2;−4), et −2Ω𝐴 a pour 

coordonnées (−2;−4) : on a bien Ω𝐴3
 = −2Ω𝐴.
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4. L’image d’une droite par une homothétie est une droite qui lui est parallèle : (𝐷′) a une 

équation de la forme 𝑦 = 2𝑥 + 𝑝. Le point 𝑀(0; 3) appartient à (𝐷), donc ℎ(𝑀)(3;−9) 
appartient à (𝐷′) : −9 = 2 × 3 + 𝑝, d’où 𝑝 = −15. Donc (𝐷′) : 𝑦 = 2𝑥 − 15. (Vérification 

avec 𝑁(−1; 1) ∈ (𝐷) : ℎ(𝑁)(5;−5) et 2 × 5 − 15 = −5.)
5. Expression analytique de 𝑠′ : 𝑥′ = 2 × 4 − 𝑥 = 8 − 𝑥 et 𝑦′ = 2 × 1 − 𝑦 = 2 − 𝑦. Soit 

𝑀(𝑥; 𝑦) ; alors 𝑠(𝑀)(2 − 𝑥;−2 − 𝑦), puis 𝑓(𝑀) = 𝑠′(𝑠(𝑀))(8 − (2 − 𝑥); 2 − (−2 − 𝑦)), soit

𝑓 : {𝑥′ = 𝑥 + 6
𝑦′ = 𝑦 + 4.

Pour tout point 𝑀 , le vecteur 𝑀𝑓(𝑀) a pour coordonnées (6; 4) : 𝑓 est la translation 

de vecteur 𝑣(⃗6; 4). On remarque que ΩΩ′⃗(3; 2) et 𝑣 ⃗ = 2ΩΩ′⃗, conformément au cours : la 

composée de deux symétries centrales de centres Ω et Ω′ est la translation de vecteur 2ΩΩ′⃗.

Produit scalaire

Solution 3.
Partie A.
1. 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos(𝐴) = 4 × 6 × cos 60° = 24 × 1

2 = 12.
2. Théorème d’Al-Kashi : 𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 − 2 × 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos(𝐴) = 16 + 36 − 2 ×

12 = 28. Donc 𝐵𝐶 =
√
28 = 2

√
7.

3. Théorème de la médiane : 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 = 2𝐴𝐼2 + 𝐵𝐶2

2 , soit 16 + 36 = 2𝐴𝐼2 + 14, d’où 𝐴𝐼2 =
19 et 𝐴𝐼 =

√
19.

4. Comme 𝐼 est le milieu de [𝐵𝐶], 𝐴𝐼 = 1
2(𝐴𝐵 + 𝐴𝐶), et par la relation de Chasles 

𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 − 𝐴𝐵. Donc, par bilinéarité et symétrie du produit scalaire : 𝐴𝐼 ⋅ 𝐵𝐶 =
1
2(𝐴𝐵 + 𝐴𝐶) ⋅ (𝐴𝐶 − 𝐴𝐵) = 1

2(𝐴𝐶2 − 𝐴𝐵2) = 1
2(𝐴𝐶2 − 𝐴𝐵2). Numériquement : 𝐴𝐼 ⋅

𝐵𝐶 = 1
2(36 − 16) = 10.

Partie B.
1. 𝐴𝐵(4; 2) et 𝐴𝐶(2;−4), donc 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 = 4 × 2 + 2 × (−4) = 8 − 8 = 0. Les vecteurs 𝐴𝐵 et 

𝐴𝐶 sont orthogonaux : le triangle 𝐴𝐵𝐶 est rectangle en 𝐴.

2. Le centre du cercle de diamètre [𝐵𝐶] est le milieu de [𝐵𝐶] : Ω(3+1
2 ; 3−3

2 ), soit Ω(2; 0). 
Son rayon est 𝑟 = 𝐵𝐶

2  avec 𝐵𝐶 = √(1 − 3)2 + (−3 − 3)2 =
√
4 + 36 =

√
40 = 2

√
10, donc 

𝑟 =
√
10.

D’après la question 1, 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 = 0 ; or le cercle de diamètre [𝐵𝐶] est l’ensemble des points 

𝑀  tels que 𝑀𝐵 ⋅ 𝑀𝐶 = 0, donc 𝐴 ∈ (𝒞︀). (On peut aussi vérifier : Ω𝐴 = √(−1 − 2)2 + 12 =√
10 = 𝑟.)

3. 𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞︀) ⟺ Ω𝑀2 = 𝑟2 ⟺ (𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 10 ⟺ 𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 = 10 ⟺ 𝑥2 +
𝑦2 − 4𝑥 − 6 = 0.

4. 52 + 12 − 4 × 5 − 6 = 25 + 1 − 20 − 6 = 0, donc 𝐷 ∈ (𝒞︀). 𝐷𝐵(−2; 2) et 𝐷𝐶(−4;−4), donc 

𝐷𝐵 ⋅ 𝐷𝐶 = (−2)(−4) + 2 × (−4) = 8 − 8 = 0. Les vecteurs 𝐷𝐵 et 𝐷𝐶 sont orthogonaux : 

le triangle 𝐷𝐵𝐶 est rectangle en 𝐷, ce qui est cohérent avec le fait que 𝐷 appartient au 

cercle de diamètre [𝐵𝐶].
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