Mathématiques - 2éme Bac Sciences de la Vie et de la Terre

Devoir surveillé n°2 : Corrigé

Semestre 1, devoir 2 : fonctions primitives, logarithme népérien et exponentielle

Fonctions primitives

Solution 1.

1. (a) Une primitive de =™ est fln—J:ll ; par linéarité, F) (z) = 3 — 222 + z convient (on vérifie :
F.(z) =3z% —4z + 1).
(b) On pose u(z) = 22 + 1, v/(z) = 2z ; alors fg(x2 = 1u/(z)u(z)?, de la forme u'u™ avec
n = 3. Une primitive est Fy(z) = 1 x “(Z)4 = (mz+1).
(c) Le trindme z2 +z + 3 a pour discriminant A =1—12= —11<0 et un coefficient
dominant positif : il est strictement positif sur R. Avec u(z) = ?> +z +3 > 0, on a v/ (z) =
2¢ +1 et fy =% : une primitive est Fy(z) = In(z® + z + 3).

d) Avec u(z) = 22, v/ (z) = 2z : z) = 2u/(2)e*®) de la forme u'e*. Une primitive est
( ) ) 4 2 ) p
Fy(z) = 3¢*.

2

2. f(x) =2z — 3272, Une primitive de 2z est 22 et une primitive de 272 est x_—_ll = —% c
primitives de f sur ]0, +oo[ sont donc les fonctions F(z) = 2 + % + ¢, ¢ € R. La condition
F(1) = 2 donne 1+ 3 + ¢ = 2, soit ¢ = —2. Donc F(z) = 2% + 2 — 2.
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Logarithme, exponentielle et suite

Solution 2.

1. (a) L’équation a un sens si t —1>0 et £ +2 >0, soit > 1. Pour z>1 : In(z—1) +
In(z +2) =In((z — 1)(x + 2)), et comme In est une bijection, 1’équation équivaut a (x —
1)(z +2) =4, soit 2 + z — 6 = 0, dont les racines sont 2 et —3 (somme —1, produit —6).
Seule z = 2 vérifie z > 1. L’ensemble des solutions est S = {2}.

(b) Pour £ > 0, on pose X = Inz : X?> —3X + 2 = 0 a pour racines X = 1 et X = 2 (somme
3, produit 2). Alors Inz = 1<z =cet Inz =2 < z = €% Donc S = {e, e?}.

(c) On pose X =¢e® >0 : €2 = (e%)® = X2, et I'inéquation devient X2 — 3X + 2 < 0, soit
(X —1)(X —2) <0,s0it 1 <X <2. Comme In est strictement croissante sur |0, +oo[ : 1 <
e?<2<—=nl<z<In2< 0<z<In2 Lensemble des solutions est S = [0,1n2].

2. (a) Initialisation : uy = 1 > 0. Hérédité : si u,, > 0, alors \/u,, >0 et u, ., = e /u, >0
car e > 0. Conclusion : u, > 0 pour tout n € N, ce qui justifie que v,, = In(u,,) est bien
défini.

(b) vpyy =In(ey/u,) =lne+In(\/u,) =1+ ln<ué) =1+ 3In(u,) = 3v, +1.

() Wpy1 =Vny1 —2=130,+1—2=12v, — 1 = 3(v, —2) = 3w, : la suite (w,) est géomé-
trique de raison 3 et de premier terme wy = vy — 2 = In(uy) —2=1In1—2 = —2. Donc w,, =
—2(%)n, puisv, =w, +2=2— 2(%)” et, comme u,, = e~ (car v, =lnu,) : u, = e2-2(2)",
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Vérification : u; = €271 = e = eV/1.
(d) Comme —1 < % <1, lim (%)n =0, donc limwv, = 2. La fonction exponentielle étant

continue en 2, limu,, = e2.

Fonction logarithme népérien

Solution 3.

1. lim, o+ Inz = —0o, donc lim, ,o+(—2lnz) = +o0o, et 2>—1— —1. Par somme,
lim, o+ f(z) = 400 : 'axe des ordonnées (droite = 0) est une asymptote verticale a (C).
2. Pour >0 : xQ(l = I—lz = 2;#) =22 —1—2Ilnz = f(z). Par croissance comparée,
limm_>+ooh17“’ = 0, donc 12—2’” = 1“7”’ X % —0x0=0;et # — 0. La parenthese tend vers 1 et

z? = 400, donc lim,_,,  f(z) = +oo.
(z)

flz) _ 121 1 I . - Th —
3. & =x—;— =% 0r - = 0et =* — 0, tandis que x — +oo : lim, ,,  —~ = +o0. La

courbe (C) admet donc une branche parabolique de direction ’axe des ordonnées en +oc.

2 _ 2222 _
= . Sur ]0,+o0[, x >0 et z+1>0, donc f'(z) est du signe de z —1 :
négatif sur ]0, 1], positif sur [1,4+oo[. f est donc strictement décroissante sur ]0,1] et stric-

4. f est dérivable sur ]0,+oo] (somme de fonctions dérivables) et f'(z) = 2z —
2(x2-1) _ 2(z=1)(z+1)

tement croissante sur [1, +o0o[ ; elle admet un minimum en 1 égal a f(1) =1—1—2Inl =
0. Les limites aux bornes valent 4oo0.

5. D’aprés le tableau de variations, f(z) > f(1) =0 pour tout z > 0, c’est-a-dire z? — 1 —
2Ilnz > 0, soit 2Inz < 22 — 1 (avec égalité seulement pour z = 1).

6. Sur ]0,1] : f est continue et strictement décroissante, avec lim, o f(x) = 400 et f(1) =
0 ; elle réalise une bijection de ]0,1] sur [0, +oo[. Comme 1 € [0, +o0][, I'équation f(z) =
1 admet une unique solution dans |0, 1], et cette solution n’est pas 1 car f(1)=0+#1 :
elle est dans ]0,1[. Sur [1,+o0[ : f est continue et strictement croissante, avec f(1) =0
et lim, , . f(z) = 400 ; elle réalise une bijection de [1,4o0[ sur [0, +o0], donc I’équation
f(z) =1 admet une unique solution dans [1,+oo[. De plus f(1) =0<1let f(2)=4—1—
2In2=3—2In2 = 1,61 > 1 ; par le théoréme des valeurs intermédiaires, cette solution est
dans |1, 2[. Conclusion : I’équation f(z) = 1 admet exactement deux solutions dans ]0, +o0],
I'une dans ]0, 1] et 'autre dans |1, 2[.

Fonction exponentielle

Solution 4.

1. (a) f(z) = (z+2)e® =22 = Z 4 2 Par croissance comparée, lim,_,, ., & = +o0, donc

2
T—+00 e
abscisses (droite y = 0) est une asymptote horizontale & (C) en +oo.

T

lim, ,, 2 =0 ; et lim =0 car e® = +o00. Donc lim, ,,  f(z) =0 : Paxe des

(b) lim, , . (x+2)=-—0c0 et lim,, e ®=+40c0 (car —z — 4o00). Par produit,
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=2F2 o2 (1—1—2)6_’”. Quand z — —o0, 1+%—>1 et e = +o0,

2. Pour z #0 : (=) - = =
donc lim,_, @ =400 : (C) admet une branche parabolique de direction l’axe des
ordonnées en —o0.

3. f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables, avec u(z) =z + 2, v/ (z) =
Lovz)=e® vV(@)=——e®: fllz)=1xe "+ (z4+2)(—e*)=e*(l—x—2)=—(z+
1)e=®. Comme e ® >0, f'(z) est du signe de —(z + 1) : positif sur | — oo, —1], négatif sur
[—1,4o00[. f est donc strictement croissante sur | — oo, —1] et strictement décroissante sur
[—1,400[, avec un maximum f(—1) =1xe!' =e;lim__ f=—oc et lim . f=0.

4. f(0)=2e"=2et f/(0) = -1 xe%=—1. (T) : y = f/(0)(x — 0) + f(0) = —x + 2.

5. Comme e ® >0, f(x) est du signe de z +2 : f(z) < 0 pour z < —2, f(—2) =0 et f(z) >
0 pour z > —2. Tracé : (C) coupe 'axe des abscisses en (—2,0), monte jusqu’au maximum
(—1,e) (avec e &~ 2,72), passe par (0,2) ou elle est tangente a ("), puis décroit vers 'axe des
abscisses en restant au-dessus ; a gauche de —2 elle plonge vers —oco. Points utiles : f(1) =
8 ~ 1,10, f(2) = & ~ 0,54, f(—3) = —e3 ~ —20.

(a) F est derlvable sur R et, par la formule du produit : F/(z) = -1 x e * + (—(z + 3)) x

(—e™®)=e*(—1+x+3)=(x+2)e® = f(x). Donc F est une primitive de f sur R.

(b) Les primitives de f sur R sont les fonctions G = F + ¢, ceR. G0)=0«< F(0)+c=

0< —-3+¢c=0<«<=c=3.Donc G(z) =3 — (x + 3)e”
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