Mathématiques - 2éme Bac Sciences de la Vie et de la Terre

Devoir surveillé n°1 : Corrigé

Semestre 1, devoir 1 : limites et continuité, dérivation et suites numériques

Limites et continuité

Solution 1.

2 2 1
: A f A : . 2_ z4(3—=4+—
1. Forme indéterminée % On factorise par le terme dominant : 3T 2c+l — (3-2+25)

2214 mz(1+ Ly
3-2+ 12 2 : 3x22x4+1
= Comme 2, 5 et 75 4 tendent vers 0, la limite vaut . Donc lim,_,, . =5557= = 3.
2. Forme 1ndeterm1nee o0 —o0. On multiplie par la quantité conjuguée : pour

x>0, Vzl+dr—x= e iz Or \/3:2—}-43:::1:«/14—% pour x>

\/m2+4x+4a: \/w2+4az+43:

0, donc vax2+4x—x= = . Comme 2 0, 1+42 51 et
o(y1+3+1) 1+2+1 x @
limx_>+oo(\/x2 +4x—ac) =4=2
3. On sait que lim,,_,, “ﬂ = 1 . On pose u = 2z, qui tend vers 0 quand z — 0 : 1+2(21)
4L e C0) — glogpeu Saxl T lim,_,, =o522) C;;(Zx) =2
4. Forme indéterminée % (numerateur et dénominateur s’annulent en 1). On factorise par (x —

D:a2+z—2=(@—1D(z+2) et 22—1=(z—1)(z+1). Pour z £ 1 : Ttz=2 _ 242

5 % 5 5 z2—1 T+1
g ztx—2 __
5. Donc lim,_,; #5%5= = 5.

1 2
5. Pour tout &, —1 <cosx <1,donc3x—1<3zx—cosz<3z+1. Pourz>0,z+1>0et
Pon peut diviser : 22=1 < 3”“’33 <oz < 324l Or lim, ,, ngll =lim, , ., 3% =3 (termes
dominants). D’apres le théoreme des gendarmes, lim,,_, ., =5 = 3.
Continuité et théorémes fondamentaux
Solution 2.
1. En 1, le numérateur vz + 3 — 2 et le dénominateur z — 1 tendent vers 0 : forme indéterminée

On mult1phe par la quantité conjuguée du numerateur ;pour z € [—3, 1{U]1, +o0o[ : h(z) =
? =g (2+3)—4 z_1 Donc lim, ,, h(z) = =— =1
(z— 1)(\/x+ +2)  ~ (z—1)(Vz+3+2) (m—l)(\/m+3+2) - \/w+3+2' z—1 T Va2 T 4

La fonction h n’est pas définie en 1 mais admet une limite finie en 1 : elle est prolongeable

par continuité en 1, et le prolongement A est défini par h(z) = h(z) si z # 1 et h(1) = *

2. (a) g est une fonction polyndme, donc dérivable sur R, et g’(z) = 322 + 2. Comme 3z > 0,
on a g’ (x) > 2 > 0 pour tout réel x : g est strictement croissante sur R.
(b) En +o00, un polynoéme a la limite de son terme de plus haut degré : lim, ., g(z) =
lim, , 2% = —o0 et lim, , . g(x)=lim, , . 23 = +oco. La fonction g est continue (po-
lynéme) et strictement croissante sur l'intervalle R ; d’apres le théoréme de la bijection, elle

réalise une bijection de R sur g(R) =]lim__ g,lim,  g[=] — 00, +0c0[= R

¢) Comme g est une bijection de R sur R, le réel 0 admet un unique antécédent : I’équation
g y q q
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g(z) = 0 admet une unique solution o dans R. De plus g(1) =1+2—-5=—-2<0et g(2) =
84+4—5=7>0: g étant continue sur [1,2] et g(1) x g(2) < 0, le théoréeme des valeurs
intermédiaires assure que g s’annule dans |1, 2[ ; par unicité, 1 < a < 2.

(d) g(1,3) = 2,197 + 2,6 — 5 = —0,203 < 0 et g(1,4) = 2,744 + 2,8 — 5 = 0,544 > 0. Comme
g est strictement croissante, 1,3 < a < 1,4.

(e) g est continue sur [1, 2] et dérivable sur |1, 2[ (polyndéme). D’apres le théoréme des accrois-
sements finis, il existe ¢ €]1,2[ tel que ¢g(2) —g(1) = g’(c)(2 — 1), c'est-a~dire ¢'(¢) =7 —
(—2)=9. Onresou g( )=9<>3c?+2=9<« c? <:>C—:|:\/— Comme ¢ €]1, 2],
~ 1,53, qui appartient bien a ]1 2[ car 1 < g T <4,

Iﬂ

on garde ¢ = 5 =

Etude d’une fonction

Solution 3.
1. Pour z 7& lam— B ﬁ _ (z—2)(z—1)+1 _ 2—31+2+1 _ z2—3z+3 — f(m)

z—1 z—1 z—1
2. En 400, -1= — 0 donc f(z) a la limite de  — 2 : lim,_,_ f(z) = —oco et lim,_, f(z) =
+00. En 1 : le numérateur z2 — 3z +3 tend vers 1 >0et 2 —1—=0.Siz =17, 2—1<0
donc lim,,_,;- f(z) = —o0 ; six = 17, £ —1 > 0 donc lim,_,;+ f(x) = 4+o0. Interprétation :

la droite d’équation z = 1 est une asymptote verticale a (C).
3. f(@)— (z—2) = L5 et lim,_,, o, =55 = 0 : la droite (D) :
a (C) en —oo et en 4-o00. Position relative : f(z) — (x — 2) = —5 est du signe de z — 1. Donc
sur |1, +o0l, (C) est au-dessus de (D) ; sur | — o0, 1[, (C) est en dessous de (D).
4. f est dérivable sur D, (fonction rationnelle) et, avec 1’écriture de la question 1 : f'(z) =

y = x — 2 est asymptote oblique

1— (w_11)2 = (“(;i)f);l = (x—1(—m1l(1:c);1+1) = :(C:Ef;;) Le dénominateur (z —1)? est strictement
positif sur Dy, donc f’(x) est du signe de x(m —2) : positif sur | —o0,0] et sur [2,4o0],
négatif sur [0, 1] et sur ]1,2]. Avec f(0) = =—-3et f(2) = 4;f+3 =1:

f est croissante sur | — 0o, 0], décroissante sur [0, 1[ (de —3 vers —o0), décroissante sur |1, 2]
(de +oo vers 1) et croissante sur [2,+oo[. Elle admet un maximum local f(0) = —3 et un
minimum local f(2) = 1.

5. fB) =28 =2 ot /) =L =2 (T):y=FB)(z—3)+ f(3)=2(z—3)+2, soit
(T):y=3z—3.

6. Tracé : on place I'asymptote verticale z =1, la droite (D) :y =z —2, la tangente (T)
passant par (1,0) et (3, g), les points (0,—3) (maximum local) et (2,1) (minimum local).
La branche de gauche monte jusqu’a (0, —3) puis plonge vers —oo en restant sous (D) ; la
branche de droite descend de +oco jusqu’a (2,1) puis remonte en restant au-dessus de (D)
et en s’en rapprochant.

Suites numériques

Solution 4.

1. u; =v3x0+4=vV4=2ctuy=+v3x2+4=+10~ 3,16.
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2. Initialisation : u, = 0 € [0,4]. Hérédité : supposons 0 < u,, < 4 pour un entier n. Alors
4 < 3u,, + 4 < 16, et la fonction racine carrée étant croissante sur [0, 400 : 2 < \/W <
4, donc 0 < un+1 <4. Conclusion :pour tout n € N, 0 <, <4.

3. (a)u2,; —u2 =3u, +4—u? =—(u2—3u, —4). Oru? —3u, —4= (v, —4)(u, +1) (ra-
cines 4 et —1), donc u2,; —uZ = —(u,, —4)(u, +1) = (4 —u,)(u, + 1).
(b) D’apres la question 2, 4 —u,, >0 et u, +1 >0, donc u2,; —u? >0, soit w2 ; > uZ.
Comme wu,, et u,; sont positifs et que la fonction carré est croissante sur [0, +o0o[, on en
déduit u,, ., > u, : la suite (u,) est croissante.

4. La suite (u,) est croissante et majorée par 4 : d’aprés le théoréme de la convergence
monotone, elle converge vers un réel £ € [0,4]. La fonction f : £ — v/3z + 4 est continue sur
[0, 4], donc £ vérifie f(€) = £ : /30 +4 = £, d’ou (avec £ > 0) 3¢ + 4 = % soit £2 — 30 — 4 =
0, dont les racines sont 4 et —1. Comme £ € [0,4] : limu,, = 4.

5. (a)  Vpy =4—+4/3u, +4= 4 \/3u4n++14{3ai4:+\£3un+4) - ﬁ_ﬁ;"ﬁ - 4;2/_3?14 - 4+\?§S ¥4

Comme /3u,, +4>0,ona4+ /3u, +4 >4, donc 0 < 4+m < 4 ; en multipliant par
3v, >0 (car u, <4): 0< v, < 30,

(b) Par récurrence : vy =4—0=4= 4(%) I’encadrement est vrai au rang 0. Si 0 < v, <
4(%) , alois d’apres (a) 0 < v, g ng % 4(4) = 4(4) ! Donc pour toutn € N, 0 <
v, < 4(%) . Comme 0 < % < 1, lim (4) = 0, et le théoreme des gendarmes donne limwv,, =
0, c’est-a-dire lim(4 — u,,) = 0 : on retrouve limu,, = 4.
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