Mathématiques - leére Bac Sciences Mathématiques

Devoir surveillé n°4 : Corrigé

Semestre 2, devoir 2 : dénombrement, arithmétique, géométrie dans 1'espace

Dénombrement

Solution 1.

1. Un tirage simultané de 3 boules parmi 10 est une combinaison de 3 éléments parmi 10
(Pordre n’intervient pas, pas de répétition).

a) Nombre de tirages : (130) = 1x9x8 — 120.

b) Trois boules rouges parmi les 4 rouges : (g) = 4 tirages.

c) Exactement une rouge : on choisit 1 rouge parmi 4 et 2 boules parmi les 6 non rouges

principe multiplicatif) : (‘11) X (g) =4 x 15 = 60 tirages.

(d) Au moins une rouge : on passe par le contraire « aucune rouge », soit 3 boules parmi

les 6 non rouges : (g) = 20 tirages. Donc 120 — 20 = 100 tirages contiennent au moins une

~~ T~/

boule rouge.
. o o4 3 3
(e) Trois couleurs différentes : une rouge, une verte et une blanche, soit (1) X (1) X (1) =
4 x 3 x 3 =36 tirages.
2. Formule du binéme de Newton : (22 —1)8 =}
pond a 8 —k =5, s0it k=3 :

8

kZO(i)(Qa:)S*’“(—l)k. Le terme en x® corres-

8
(3) (22)°(—1)% = —56 x 3225 = —17922°.

Le coefficient de x° est —1792.
3. (a) Pour 1< k<m:

ny n! B n! B (n—1)! _ (n—1
k(k) =k Kin—k)!  (k—Dln—k! " E-—D((n—1)— (k—1)) _"(k—1)’

carkl=k-(k—1)lnl=n-(n—10etn—k=(n—-1)— (k—1).
(b) Le terme d’indice k = 0 est nul, donc, en utilisant (a) puis le changement d’indice j =
k—1:

o n Z n—1 lin—1 e
kz;k(k):;"<k—1):";( j ):n'Q L

f ) = 2™ (bindéme de Newton avec a = b = 1) appliquée & m =

d’apres la formule Z;nzo(

n — 1.
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Arithmétique dans Z

Solution 2.
1. On raisonne modulo 7. Comme 9 =7 + 2, on a 9 = 2[7], donc pour tout n € N, 9" = 2"[7]
(compatibilité des congruences avec les puissances). Ainsi

327+l L 9nt2 — 3 9P 4 4 x 2" =3 x 2" +4 x 2" =7 x 2" = 0[7].

Donc 7 divise 327! + 2"*2 pour tout entier naturel n. (Controle : n =0 donne 3 +4 =7 ;
n =1 donne 27+ 8 =35=17 x5.)
2. 23 = 8 = 1[7]. Division euclidienne de 2026 par 3 : 2026 = 3 x 675 + 1. Donc

22026 — (23)%7° 9 = 1675 x 2 — 2[7].
Comme 0 < 2 < 7, le reste de la division euclidienne de 22026

3. (a) Algorithme d’Euclide :

par 7 est 2.

1078 =3 x 3224+ 112, 322=2x112498, 112=1x98+14, 98 =7 x 14 +0.

Le dernier reste non nul est 14 : PGCD(1078, 322) = 14.

(b) 1078 = 14 x 77 et 322 = 14 x 23, donc PGCD(77,23) = 13 = 1 : 77 et 23 sont premiers
entre eux et I'identité de Bézout garantit I'existence de (u,v). En divisant par 14 les égalités
de (a) on obtient l’algorithme d’Euclide pour 77 et 23 :

T7T=3%x23+4+8, 23=2x8+7, 8=1x7+1.

En remontant : 1=8—-7=8—(23—2x8)=3x8—23=3(77—3x23)—23=3x
77 —10 x 23.

Le couple (u,v) = (3,—10) convient : 77 x 3 + 23 x (—10) = 231 — 230 = 1.

(c) Soit (x,y) € Z?. Comme 77 x 3+ 23 x (—10) =1 :

TTx 4+ 23y = 1 <= Tz + 23y = 77 X 3 + 23 x (—10) <> 77(z — 3) = —23(y + 10).

Si (z,y) est solution, alors 23 divise 77(z — 3) ; comme 23 est premier avec 77, le théoreme de
Gauss donne 23 | (z — 3), soit z = 3 + 23k avec k € Z. En reportant : 77 x 23k = —23(y +
10), d’ou y = —10 — 77k.

Réciproquement, pour tout k € Z : 77(3 + 23k) +23(—10 — 77k) = 231 4+ 1771k — 230 —
1771k = 1.

L’ensemble des solutions est S = {(3 + 23k, —10 — 77k) | k € Z}.

4. Soit n€N. On a 2n+1=2(n+3)—5. Si (n+3) | (2n+ 1), comme (n+3) | 2(n+ 3),
alors n + 3 divise la différence 2(n + 3) — (2n + 1) = 5. Les diviseurs positifs de 5 sont 1 et
5 et n+3 >3, doncn+ 3 =05, soit n=2.

Réciproquement, pour n =2:n+3=5et 2n+1=>5et 5| 5.
Conclusion : le seul entier naturel qui convient est n = 2.

Géométrie dans ’espace

Solution 3.
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1. (a) AB(1;2;2) et AC(2;—2;1). Alors AB-AC =2—4+2=0, donc (AB) L (AC) : le
triangle est rectangle en A. De plus AB=+1+4+4=3 et AC=+v4+4+1=3. Le
triangle ABC' est rectangle et isocéle en A.

(b) Par 'expression analytique du produit vectoriel :

ABNAC =(2x1—2x(—2);2x2—1x1;1x (—2) —2 x 2) = (6;3;—6).

L’aire du triangle ABC vaut L HTB A A—C;H \/m 1\/_ = (Controle : tri-
angle rectangle en A, aire = 1AB x AC = 2.

2. Le vecteur AB A AC = (6;3;—6) = 3(2;1; —2) est orthogonal & AB et A AC, qui ne sont pas
colinéaires : 7(2; 1; —2) est un vecteur normal au plan (ABC). Ce plan a donc une équation
de la forme 2z +y — 2z 4+ d =0 ; comme A(1;2;0) lui appartient, 2+2+d =0 et d = —4.
Ainsi (ABC) : 2z +y—2z—4 = 0. (Vérification : B donne 4 +4—4—4 =0 et C donne
6+0—2—4=0.)

3. (a) Pour D(3;3;4) : 2x3+3—2x4—4=-3%#0,donc D ¢ (ABC). Distance d’un point

a un plan :
2x3+3—2x4— 4\ |—3|
VETET (2 3

(b) La hauteur issue de D dans le tétracdre ABCD est d(D,(ABC)) =1 et la base ABC a
pour aire 5. Donc

d(D,(ABC)) = ~1.

1 9 3
V = g X 5 x 1= 5
(Controéle par le produit mixte : E(Z 1;4) et (E A Td) "AD=12+3—24=—9, dou

_ 9l
V=" =3)

4. (a) En écrivant les formes canoniques :
22 —8x+9y? —6y+22+22+1=0<= (z—4)2%2—-16+(y—3)2—-9+(2+1)2—-1+1=0,

soit (z —4)? + (y — 3)%2 + (2 + 1)? = 25. Donc (S) est la sphére de centre Q(4;3;—1) et
de rayon R = 5.
(b) (A) passe par Q et a pour vecteur directeur le vecteur normal 7i(2;1; —2) de (ABC) :

r=4+2t
(A):qy=3+t (t € R).
z=—1-—-2¢

Le point de parameétre ¢ appartient a (ABC) si et seulement si 2(4 + 2t) + (3 +t) — 2(—1 —
2t) —4 =0, soit 9t 4+ 9 = 0, c’est-a-dire t = —1. D’ou H(2;2;1). (Vérification : 4 +2 —2 —
4=0.)

(c) H est le projeté orthogonal de Q sur (ABC) et QH = /(2 —4)2+(2—3)2+ (1 +1)2 =
VA+1+4 =3, ce qui est bien d(Q, (ABC)) = B2 _ 3 Comme QH =3 < R =5, le
plan coupe la sphere. Précisément, pour tout point M du plan (ABC) (QH) L (HM), donc
par le théoreme de Pythagore QM2 QOH? + HM? =9+ HM?, e

Me (S) <= QM2 =25 < HM? =16 < HM = 4.

L’intersection de (S) et de (ABC) est donc le cercle du plan (ABC) de centre H (2;2;1)
et de rayon r = vVR2 —QH2 =+25—9=4.
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5. Un plan (P) parallele a (ABC') admet 7i(2; 1; —2) pour vecteur normal, donc une équation de
la forme 2z +y — 224+ k = 0 avec k € R. Il est tangent & (S) si et seulement si d(Q2, (P)) =
R, c’est-a-dire

2x4+3—2x (—1)+k

3 =5 134+ k|l=15<=k=2o0uk=—-28

Il y a donc deux plans paralleles a (ABC) et tangents a (5) :
(P):2z4+y—224+2=0 e (B):2zx+y—22—28=0.

(Les points de contact sont Q F 37, soit (2;3; %) pour (P) et (22; 1 —12) pour (B).)
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