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Devoir surveillé n°2 : Mathématiques

Semestre 1, devoir 2 : trigonométrie, barycentre, suites, rotation

Durée : 2 heures. L’usage de la calculatrice non programmable est autorisé. La qualité de la 
rédaction et la précision des justifications sont prises en compte dans la notation.
Le sujet comporte quatre exercices indépendants. Barème : 4 + 5 + 6 + 5 points. Toute réponse 
doit être justifiée.

Calcul trigonométrique

Exercice 1 (4 points).

1. Calculer la valeur exacte de cos( 𝜋
12) (on remarquera que 𝜋

12 = 𝜋
3 − 𝜋

4 ). (1 pt)

2. Montrer que pour tout réel 𝑥 : sin2 𝑥 cos2 𝑥 = 1− cos(4𝑥)
8 . (1 pt)

3. Résoudre dans ℝ l’équation : cos(2𝑥) − cos 𝑥 = 0. (1 pt)

4. (a) Écrire 
√

3 cos 𝑥 + sin 𝑥 sous la forme 𝑅 cos(𝑥 − 𝜑) avec 𝑅 > 0.
(b) Résoudre dans ] − 𝜋, 𝜋] l’équation : 

√
3 cos 𝑥 + sin 𝑥 =

√
2. (1 pt)

Barycentre et produit scalaire

Exercice 2 (5 points). Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle tel que 𝐴𝐵 = 3, 𝐴𝐶 = 5 et 𝐴 = 𝜋
3 . On note 𝐼 le 

milieu de [𝐵𝐶].
1. Calculer 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶, puis montrer que 𝐵𝐶 =

√
19. (1 pt)

2. Montrer que 𝐴𝐼 = 7
2 . (1 pt)

3. Soit 𝐺 le barycentre des points pondérés (𝐴, 2), (𝐵, 1) et (𝐶, 1). Montrer que 𝐺 est le milieu de 
[𝐴𝐼] et exprimer 𝐴𝐺 en fonction de 𝐴𝐵 et 𝐴𝐶. (1 pt)

4. Déterminer l’ensemble (𝐸) des points 𝑀  du plan tels que ‖2𝑀𝐴 + 𝑀𝐵 + 𝑀𝐶‖ = 7. Vérifier 
que 𝐴 ∈ (𝐸). (1 pt)

5. Déterminer l’ensemble (𝐹) des points 𝑀  du plan tels que (2𝑀𝐴 + 𝑀𝐵 + 𝑀𝐶) ⋅ (𝑀𝐵 +
𝑀𝐶) = 0. (1 pt)

Suites numériques

Exercice 3 (6 points). On considère la suite (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 5 et, pour tout 𝑛 ∈ ℕ :

𝑢𝑛+1 = 1
2

𝑢𝑛 + 1.
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1. Calculer 𝑢1 et 𝑢2. (0,5 pt)

2. Montrer par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 2 < 𝑢𝑛 ≤ 5. (1 pt)

3. Montrer que la suite (𝑢𝑛) est strictement décroissante. Que peut-on en déduire sur (𝑢𝑛) ? (1 pt)

4. On pose 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 2 pour tout 𝑛 ∈ ℕ.
(a) Montrer que (𝑣𝑛) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
(b) Exprimer 𝑣𝑛 puis 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛. (1,5 pt)

5. On pose 𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + … + 𝑢𝑛. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑆𝑛 = 2𝑛 + 8 − 3
2𝑛 . (1 pt)

6. Déterminer le plus petit entier naturel 𝑛 tel que 𝑢𝑛 − 2 ≤ 10−3. (1 pt)

La rotation dans le plan

Exercice 4 (5 points). Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (𝑂, 𝑖,⃗ 𝑗)⃗. Soit 𝑟 la 
rotation de centre Ω(1; 2) et d’angle 𝜋

2 . Pour tout point 𝑀(𝑥; 𝑦), on note 𝑀 ′(𝑥′; 𝑦′) = 𝑟(𝑀).
1. Montrer que l’expression analytique de 𝑟 est : 𝑥′ = 3 − 𝑦 et 𝑦′ = 𝑥 + 1. (1 pt)

2. Soit 𝐴(3; 1). Déterminer les coordonnées du point 𝐴′ = 𝑟(𝐴) et vérifier que Ω𝐴′ = Ω𝐴. (1 pt)

3. Soit (𝐷) la droite d’équation 𝑥 + 2𝑦 − 3 = 0. Déterminer une équation de la droite (𝐷′) =
𝑟((𝐷)), puis vérifier que (𝐷′) est perpendiculaire à (𝐷). (1 pt)

4. Soit (𝒞︀) le cercle d’équation (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2 = 4. Déterminer une équation du cercle 𝑟((𝒞︀)). 
(0,5 pt)

5. Donner l’expression analytique de 𝑟 ∘ 𝑟 et préciser la nature de cette transformation. (0,5 pt)

6. (a) Montrer que pour tout point 𝑀  du plan : 𝑀𝑀 ′2 = 2Ω𝑀2.
(b) Déterminer les points 𝑀  de la droite (𝐷) tels que 𝑀𝑀 ′ = 2

√
2. (1 pt)
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