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Devoir surveillé n°4 : Corrigé

Semestre 2, devoir 2 : structures algébriques, espaces vectoriels, probabilités et analyse

Structures algébriques

Solution 1.
1. Soient 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. Comme |𝑥| < 1 et |𝑦| < 1, on a |𝑥𝑦| < 1, donc 1 + 𝑥𝑦 > 0 et 𝑥 ∗ 𝑦 est bien 

défini. De plus : 1 − 𝑥 ∗ 𝑦 = 1+𝑥𝑦−𝑥−𝑦
1+𝑥𝑦 = (1−𝑥)(1−𝑦)

1+𝑥𝑦 > 0 car 1 − 𝑥 > 0 et 1 − 𝑦 > 0 ; et 1 +
𝑥 ∗ 𝑦 = 1+𝑥𝑦+𝑥+𝑦

1+𝑥𝑦 = (1+𝑥)(1+𝑦)
1+𝑥𝑦 > 0 car 1 + 𝑥 > 0 et 1 + 𝑦 > 0. Donc −1 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 1, c’est-à-

dire 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐺 : ∗ est une loi de composition interne sur 𝐺.

2. (a) Pour 𝑥 ∈ 𝐺, 1 − 𝑥 > 0 et 1 + 𝑥 > 0, donc 𝜑(𝑥) est défini et 𝜑(𝑥) > 0. 𝜑 est dérivable sur 

𝐺 et 𝜑′(𝑥) = (1−𝑥)+(1+𝑥)
(1−𝑥)2 = 2

(1−𝑥)2 > 0 : 𝜑 est continue et strictement croissante sur ] − 1, 1[, 
avec lim𝑥→−1+ 𝜑(𝑥) = 0

2 = 0 et lim𝑥→1− 𝜑(𝑥) = +∞ (numérateur vers 2, dénominateur vers 

0+). D’après le théorème de la bijection, 𝜑 réalise une bijection de 𝐺 sur ]0,+∞[. Pour 𝑦 >
0 et 𝑥 ∈ 𝐺 : 𝑦 = 1+𝑥

1−𝑥 ⟺𝑦− 𝑥𝑦 = 1 + 𝑥⟺ 𝑥(1 + 𝑦) = 𝑦 − 1⟺ 𝑥 = 𝑦−1
𝑦+1 . Donc 𝜑−1(𝑦) =

𝑦−1
𝑦+1  (on vérifie que ce réel est bien dans ] − 1, 1[ car |𝑦 − 1| < 𝑦 + 1 pour 𝑦 > 0).
(b) D’après les calculs de la question 1 : 𝜑(𝑥 ∗ 𝑦) = 1+𝑥∗𝑦

1−𝑥∗𝑦 =
(1+𝑥)(1+𝑦)
1+𝑥𝑦 × 1+𝑥𝑦

(1−𝑥)(1−𝑦) =
1+𝑥
1−𝑥 ×

1+𝑦
1−𝑦 = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦).

3. (a) Associativité. Soient 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺. En utilisant 2(b) et l’associativité de la multiplica

tion dans ℝ : 𝜑((𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧) = 𝜑(𝑥 ∗ 𝑦)𝜑(𝑧) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦)𝜑(𝑧) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦 ∗ 𝑧) = 𝜑(𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧)). 
Comme 𝜑 est injective, (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧).
Commutativité. 𝜑(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑦)𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑦 ∗ 𝑥), donc 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 par injec

tivité de 𝜑 (on peut aussi le lire directement sur la formule, symétrique en 𝑥 et 𝑦).
(b) Élément neutre. 0 ∈ 𝐺 et pour tout 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥 ∗ 0 = 0 ∗ 𝑥 = 𝑥

1+0 = 𝑥 : 0 est élément 

neutre.

Symétrique. Pour 𝑥 ∈ 𝐺, −𝑥 ∈ 𝐺 et 𝑥 ∗ (−𝑥) = 𝑥−𝑥
1−𝑥2 = 0 ; par commutativité, (−𝑥) ∗ 𝑥 =

0. Donc tout élément 𝑥 de 𝐺 admet pour symétrique 𝑥′ = −𝑥.
La loi ∗ est interne, associative, commutative, admet un élément neutre et tout élément 

a un symétrique : (𝐺, ∗) est un groupe commutatif. Enfin 𝜑 est une bijection de 𝐺 sur 

]0,+∞[ qui vérifie 𝜑(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) : 𝜑 est un isomorphisme du groupe (𝐺, ∗) vers le 

groupe (]0,+∞[,×).
4. 𝐻 = 𝐺 ∩ℚ est une partie de 𝐺, non vide car 0 ∈ 𝐻 (élément neutre). Soient 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻. Le 

symétrique de 𝑦 est −𝑦 ∈ 𝐻, et 𝑥 ∗ (−𝑦) = 𝑥−𝑦
1−𝑥𝑦  est un rationnel (quotient de rationnels, 

dénominateur non nul) qui appartient à 𝐺 d’après la question 1. Donc 𝑥 ∗ 𝑦′ ∈ 𝐻 où 𝑦′ 
est le symétrique de 𝑦. D’après la caractérisation des sous-groupes, 𝐻 est un sous-groupe 

de (𝐺, ∗).
5. (a) Par récurrence sur 𝑛 ≥ 1 : 𝜑(𝑥(1)) = 𝜑(𝑥) ; si 𝜑(𝑥(𝑛)) = (𝜑(𝑥))𝑛, alors 𝜑(𝑥(𝑛+1)) =
𝜑(𝑥(𝑛) ∗ 𝑥) = 𝜑(𝑥(𝑛))𝜑(𝑥) = (𝜑(𝑥))𝑛+1. Donc 𝜑(𝑥(𝑛)) = (𝜑(𝑥))𝑛 pour tout 𝑛 ≥ 1. On en 

déduit 𝑥(𝑛) = 𝜑−1((𝜑(𝑥))𝑛) = (𝜑(𝑥))𝑛−1
(𝜑(𝑥))𝑛+1  avec (𝜑(𝑥))𝑛 = (1+𝑥1−𝑥)

𝑛 = (1+𝑥)𝑛
(1−𝑥)𝑛 . En multipliant nu

mérateur et dénominateur par (1 − 𝑥)𝑛 > 0 : 𝑥(𝑛) = (1+𝑥)𝑛−(1−𝑥)𝑛
(1+𝑥)𝑛+(1−𝑥)𝑛 .
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(b) Pour 𝑥 ∈]0, 1[, 0 < 1 − 𝑥 < 1 + 𝑥, donc 𝑞 = 1−𝑥
1+𝑥 ∈]0, 1[. En divisant numérateur et déno

minateur par (1 + 𝑥)𝑛 : 𝑥(𝑛) = 1−𝑞𝑛
1+𝑞𝑛 . Comme 0 < 𝑞 < 1, lim 𝑞𝑛 = 0, donc lim𝑛→+∞ 𝑥(𝑛) = 1.

Espaces vectoriels

Solution 2.
1. (a) 𝐹 ⊂ ℝ3 et (0, 0, 0) ∈ 𝐹  car 0 + 0 + 0 = 0. Soient 𝑢⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧) et 𝑢′⃗ = (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) dans 𝐹  

et 𝜆 ∈ ℝ. Alors 𝑢⃗ + 𝜆𝑢′⃗ = (𝑥 + 𝜆𝑥′, 𝑦 + 𝜆𝑦′, 𝑧 + 𝜆𝑧′) et (𝑥 + 𝜆𝑥′) + (𝑦 + 𝜆𝑦′) + (𝑧 + 𝜆𝑧′) =
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) + 𝜆(𝑥′ + 𝑦′ + 𝑧′) = 0, donc 𝑢⃗ + 𝜆𝑢′⃗ ∈ 𝐹 . 𝐹  est un sous-espace vectoriel de ℝ3.
(b) 𝑢1⃗ ∈ 𝐹  car 1 − 1 + 0 = 0 et 𝑢2⃗ ∈ 𝐹  car 1 + 0 − 1 = 0. Liberté : 𝑎𝑢1⃗ + 𝑏𝑢2⃗ = 0 ⃗donne 

(𝑎 + 𝑏,−𝑎,−𝑏) = (0, 0, 0), d’où 𝑎 = 𝑏 = 0. Génératrice : soit (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐹  ; alors 𝑧 = −𝑥 −
𝑦 et (𝑥, 𝑦,−𝑥 − 𝑦) = −𝑦(1,−1, 0) + (𝑥 + 𝑦)(1, 0,−1) = −𝑦𝑢1⃗ + (𝑥 + 𝑦)𝑢2⃗. Donc (𝑢1⃗, 𝑢2⃗) est 
une base de 𝐹  et dim𝐹 = 2.

2. (a) Soit (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3. Cherchons (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3 tel que 𝑎𝑢1⃗ + 𝑏𝑢2⃗ + 𝑐𝑤⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧), c’est-à-dire 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑥, −𝑎 + 𝑐 = 𝑦, −𝑏 + 𝑐 = 𝑧. Les deux dernières équations donnent 𝑎 = 𝑐 − 𝑦 et 
𝑏 = 𝑐 − 𝑧 ; la première devient 3𝑐 − 𝑦 − 𝑧 = 𝑥, soit 𝑐 = 𝑥+𝑦+𝑧

3 , puis 𝑎 = 𝑥−2𝑦+𝑧
3  et 𝑏 = 𝑥+𝑦−2𝑧

3 . 

Ce système admet donc une unique solution pour tout (𝑥, 𝑦, 𝑧) : la famille est génératrice 

(existence) et libre (unicité, avec (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) donnant 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0). C’est une base 

de ℝ3.
(b) Pour 𝑣 ⃗ = (4, 1, 1) : 𝑐 = 4+1+1

3 = 2, 𝑎 = 4−2+1
3 = 1, 𝑏 = 4+1−2

3 = 1. Donc 𝑣 ⃗ = 𝑢1⃗ + 𝑢2⃗ +
2𝑤⃗ : ses coordonnées dans la base (𝑢1⃗, 𝑢2⃗, 𝑤⃗) sont (1, 1, 2). Vérification : (1,−1, 0) +
(1, 0,−1) + (2, 2, 2) = (4, 1, 1).

3. (a) Soient 𝑢⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢′⃗ = (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) et 𝜆 ∈ ℝ. 𝑓(𝑢⃗ + 𝜆𝑢′⃗) = 𝑓(𝑥 + 𝜆𝑥′, 𝑦 +
𝜆𝑦′, 𝑧 + 𝜆𝑧′) = ((𝑦 + 𝜆𝑦′) − (𝑧 + 𝜆𝑧′), (𝑧 + 𝜆𝑧′) − (𝑥 + 𝜆𝑥′), (𝑥 + 𝜆𝑥′) − (𝑦 + 𝜆𝑦′)) = (𝑦 −
𝑧, 𝑧 − 𝑥, 𝑥 − 𝑦) + 𝜆(𝑦′ − 𝑧′, 𝑧′ − 𝑥′, 𝑥′ − 𝑦′) = 𝑓(𝑢⃗) + 𝜆𝑓(𝑢′⃗). Donc 𝑓 est linéaire.

(b) (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Ker 𝑓 ⟺ 𝑦 − 𝑧 = 0, 𝑧 − 𝑥 = 0, 𝑥 − 𝑦 = 0⟺ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧. Donc Ker 𝑓 =
{(𝑥, 𝑥, 𝑥); 𝑥 ∈ ℝ} = {𝑥𝑤⃗; 𝑥 ∈ ℝ} = Vect(𝑤⃗) : c’est une droite vectorielle de base (𝑤⃗), de 

dimension 1.
(c) Pour tout (𝑥, 𝑦, 𝑧), les coordonnées de 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ont pour somme (𝑦 − 𝑧) + (𝑧 − 𝑥) +
(𝑥 − 𝑦) = 0, donc Im 𝑓 ⊂ 𝐹 . Réciproquement, 𝑓(0, 0, 1) = (−1, 1, 0) = −𝑢1⃗ et 𝑓(0, 1, 0) =
(1, 0,−1) = 𝑢2⃗, donc 𝑢1⃗ et 𝑢2⃗ appartiennent à Im 𝑓 ; comme Im 𝑓 est un sous-espace 

vectoriel, il contient toutes leurs combinaisons linéaires : 𝐹 = Vect(𝑢1⃗, 𝑢2⃗) ⊂ Im 𝑓 . D’où 

Im 𝑓 = 𝐹 . Théorème du rang : dimKer 𝑓 + dim Im 𝑓 = 1 + 2 = 3 = dimℝ3.

Calcul des probabilités

Solution 3.
Partie A.
1. Le dé est équilibré : 𝑃(𝐴) = 3

6 =
1
2  et 𝑃(𝐴) =

1
2 . Si le résultat est pair, on tire dans 𝑈1 : 

𝑃𝐴(𝐵) = 3
5  ; sinon dans 𝑈2 : 𝑃𝐴(𝐵) =

1
5 . Les événements 𝐴 et 𝐴 forment une partition de 
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l’univers ; d’après la formule des probabilités totales : 𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) + 𝑃(𝐴) ×
𝑃𝐴(𝐵) =

1
2 ×

3
5 +

1
2 ×

1
5 =

3
10 +

1
10 =

4
10 =

2
5 .

2. (a) On cherche 𝑃𝐵(𝐴) =
𝑃(𝐴∩𝐵)
𝑃(𝐵)  avec 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) = 3

10 . Donc 𝑃𝐵(𝐴) =
3
10
2
5
=

3
10 ×

5
2 =

3
4 .

(b) 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 3
10  et 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) =

1
2 ×

2
5 =

1
5 . Comme 310 ≠

1
5 , les événements 𝐴 et 𝐵 ne 

sont pas indépendants.

3. (a) On répète 𝑛 fois, de façon indépendante, une même épreuve de Bernoulli dont le succès 

« obtenir une boule blanche » a pour probabilité 𝑝 = 2
5 . Donc 𝑌  suit la loi binomiale ℬ︀(𝑛, 25) : 

pour tout 𝑘 ∈ {0, 1,…, 𝑛}, 𝑃(𝑌 = 𝑘) = (𝑛𝑘 )(
2
5)
𝑘(35)

𝑛−𝑘
, et 𝐸(𝑌 ) = 𝑛𝑝 = 2𝑛

5 .

(b) 𝑃(𝑌 ≥ 1) = 1 − 𝑃(𝑌 = 0) = 1 − (35)
𝑛
. 𝑃(𝑌 ≥ 1) ≥ 0,99⟺ (35)

𝑛 ≤ 0,01⟺ 𝑛 ln(35) ≤
ln(0,01) (la fonction ln est strictement croissante) ⟺𝑛 ≥ ln(0,01)

ln(35)
 (car ln(35) < 0), soit 𝑛 ≥

ln 100
ln 5− ln 3 ≈ 4,

605
0 ,511 ≈ 9,02. Le plus petit entier qui convient est 𝑛 = 10. Vérification : (35)

9 ≈
0,0101 > 0,01 et (35)

10 ≈ 0,0060 ≤ 0,01.

Partie B.
1. L’urne 𝑈1 contient 5 boules ; il y a (52) = 10 tirages équiprobables. 𝑋 prend les valeurs 0, 
1, 2 : 𝑃(𝑋 = 0) = (22)

10 =
1
10  (deux noires), 𝑃(𝑋 = 1) = (31)×(

2
1)

10 = 6
10 =

3
5 , 𝑃(𝑋 = 2) =

(32)
10 =

3
10 . On vérifie : 110 +

6
10 +

3
10 = 1.

2. 𝐸(𝑋) = 0 × 1
10 + 1 ×

6
10 + 2 ×

3
10 =

12
10 =

6
5 = 1,2. 𝐸(𝑋2) = 0 × 1

10 + 1 ×
6
10 + 4 ×

3
10 =

18
10 =

9
5 , donc 𝑉 (𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸(𝑋)2 = 9

5 −
36
25 =

45
25 −

36
25 =

9
25 = 0,36 et 𝜎(𝑋) = √

9
25 =

3
5 = 0,6.

Problème d’analyse

Solution 4.
1. (a) lim𝑥→0+ ln 𝑥 = −∞ et lim𝑥→0+ 1√

𝑥 = +∞, donc lim𝑥→0+ 𝑓(𝑥) = −∞ : l’axe des ordonnées 

(droite 𝑥 = 0) est asymptote verticale à (𝒞︀).
(b) Posons 𝑡 =

√
𝑥 ; quand 𝑥 → +∞, 𝑡 → +∞ et 𝑓(𝑥) = ln(𝑡2)

𝑡 = 2 ln 𝑡
𝑡 . Par croissances 

comparées, lim𝑡→+∞ ln 𝑡
𝑡 = 0, donc lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = 0 : l’axe des abscisses (droite 𝑦 = 0) est 

asymptote horizontale à (𝒞︀) en +∞.

2. 𝑓 = 𝑢
𝑣  avec 𝑢(𝑥) = ln 𝑥 et 𝑣(𝑥) =

√
𝑥, dérivables sur ]0,+∞[ avec 𝑣(𝑥) > 0 ; 𝑢′(𝑥) = 1

𝑥  et 

𝑣′(𝑥) = 1
2
√
𝑥 . 𝑓 ′(𝑥) =

1
𝑥×
√
𝑥− ln𝑥× 1

2
√
𝑥

𝑥 =
1√
𝑥−

ln𝑥
2
√
𝑥

𝑥 =
2− ln𝑥
2
√
𝑥
𝑥 = 2− ln𝑥

2𝑥
√
𝑥 . Comme 2𝑥

√
𝑥 > 0, 𝑓 ′(𝑥) a 

le signe de 2 − ln 𝑥 : 𝑓 ′(𝑥) > 0⟺ ln𝑥 < 2⟺ 𝑥 < 𝑒2. Donc 𝑓 est strictement croissante 

sur ]0, 𝑒2] et strictement décroissante sur [𝑒2, +∞[, avec un maximum 𝑓(𝑒2) = ln 𝑒2√
𝑒2
= 2

𝑒 . 

Tableau : 𝑓 croît de −∞ à 2𝑒  sur ]0, 𝑒2], puis décroît de 2𝑒  vers 0 sur [𝑒2, +∞[.
3. (a) 𝑓(𝑥) = 0⟺ ln𝑥 = 0⟺ 𝑥 = 1 : 𝑆 = {1}. On a 𝑓(1) = 0 et 𝑓 ′(1) = 2−0

2×1 = 1, donc (𝑇 ) :
𝑦 = 𝑥 − 1.
(b) Tracé : asymptote verticale 𝑥 = 0, passage par (1, 0) avec la tangente 𝑦 = 𝑥 − 1, 
maximum au point (𝑒2, 2𝑒) ≈ (7,4; 0,74) avec tangente horizontale, puis décroissance lente 

vers l’axe des abscisses, qui est asymptote en +∞ (la courbe reste au-dessus de cet axe pour 

𝑥 > 1).
4. 𝑓 est continue et strictement croissante sur ]0, 𝑒2] : elle réalise une bijection de ]0, 𝑒2] sur 

𝐽 = 𝑓(]0, 𝑒2]) =] lim𝑥→0+ 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑒2)] =] −∞, 2𝑒 ].
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5. (a) Intégration par parties avec 𝑢(𝑥) = ln 𝑥 et 𝑣′(𝑥) = 1√
𝑥 , donc 𝑢′(𝑥) = 1

𝑥  et 𝑣(𝑥) = 2
√
𝑥 

(𝑢 et 𝑣 sont de classe 𝐶1 sur [1, 𝑒2]) : 𝐴 = [2
√
𝑥 ln 𝑥]𝑒

2

1
− ∫𝑒

2

1
2
√
𝑥 × 1

𝑥 d𝑥 = 2𝑒 × 2 − 0 −
∫𝑒

2

1
2√
𝑥 d𝑥 = 4𝑒 − [4

√
𝑥]𝑒

2

1
= 4𝑒 − (4𝑒 − 4) = 4.

(b) Sur [1, 𝑒2], 𝑓(𝑥) ≥ 0. Le volume du solide de révolution est 𝑉 = 𝜋∫𝑒
2

1
(𝑓(𝑥))2 d𝑥 =

𝜋∫𝑒
2

1
(ln𝑥)2
𝑥 d𝑥. Or (ln 𝑥)

2

𝑥 = 𝑢′(𝑥)(𝑢(𝑥))2 avec 𝑢(𝑥) = ln 𝑥, dont une primitive est (ln 𝑥)
3

3 . Donc 

𝑉 = 𝜋[ (ln 𝑥)
3

3 ]
𝑒2

1
= 𝜋 × (233 − 0) =

8𝜋
3  unités de volume.

6. (a) D’après le tableau de variations, 𝑓 admet sur ]0,+∞[ un maximum égal à 2𝑒  : pour tout 

𝑥 > 0, ln 𝑥√𝑥 ≤
2
𝑒 . En multipliant par 

√
𝑥 > 0 : ln 𝑥 ≤ 2

𝑒
√
𝑥.

(b) Soit 𝑛 ≥ 1. ln(𝑛!) = ln 1 + ln 2 + …+ ln𝑛 = ∑𝑛
𝑘=1 ln 𝑘. Chaque terme vérifie ln 𝑘 ≥ 0 

(car 𝑘 ≥ 1), donc ln(𝑛!) ≥ 0. Par (a), ln 𝑘 ≤ 2
𝑒

√
𝑘 ≤ 2

𝑒
√
𝑛 pour 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 (la fonction racine 

carrée est croissante), donc ln(𝑛!) ≤ ∑𝑛
𝑘=1

2
𝑒
√
𝑛 = 2

𝑒𝑛
√
𝑛. En divisant par 𝑛2 : 0 ≤ ln(𝑛!)

𝑛2 ≤
2
𝑒
√
𝑛 , et 2

𝑒
√
𝑛 → 0. D’après le théorème des gendarmes, lim𝑛→+∞

ln(𝑛!)
𝑛2 = 0.
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