
Mathématiques · 2ème Bac Sciences Physiques

Devoir surveillé n°4 : Mathématiques

Semestre 2, devoir 2 (mini examen blanc) : géométrie dans l'espace, probabilités, problème d'analyse

Durée : 2 heures. L’usage de la calculatrice non programmable est autorisé. La qualité de la 
rédaction et la précision des justifications sont prises en compte dans la notation.
Le sujet comporte trois exercices indépendants. Barème : 5 + 5 + 10 points.

Géométrie dans l’espace

Exercice 1 (5 points). L’espace est rapporté à un repère orthonormé direct (𝑂, 𝑖,⃗ 𝑗,⃗ 𝑘⃗). On 
considère les points 𝐴(1, 1, 0), 𝐵(3, 0, 0) et 𝐶(1,−1, 2).
1. (a) Calculer 𝐴𝐵 ∧ 𝐴𝐶 et en déduire que les points 𝐴, 𝐵 et 𝐶 ne sont pas alignés. (0,5 pt)

(b) Montrer que 𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 − 3 = 0 est une équation cartésienne du plan (𝐴𝐵𝐶). (0,75 pt)

(c) Calculer l’aire du triangle 𝐴𝐵𝐶. (0,5 pt)

2. Soit (𝑆) l’ensemble des points 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) tels que 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 − 4𝑦 − 6𝑧 − 8 = 0. Montrer 
que (𝑆) est une sphère dont on précisera le centre Ω et le rayon 𝑅. (0,75 pt)

3. (a) Calculer la distance du point Ω au plan (𝐴𝐵𝐶) et en déduire que le plan (𝐴𝐵𝐶) coupe la 
sphère (𝑆) suivant un cercle (Γ) dont on déterminera le rayon 𝑟. (0,75 pt)

(b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (Δ) passant par Ω et orthogonale 
au plan (𝐴𝐵𝐶). (0,5 pt)

(c) En déduire les coordonnées du centre 𝐻 du cercle (Γ). (0,5 pt)

4. Déterminer une équation cartésienne de chacun des plans parallèles au plan (𝐴𝐵𝐶) et tangents 
à la sphère (𝑆). (0,75 pt)

Calcul des probabilités

Exercice 2 (5 points). Une urne contient neuf boules indiscernables au toucher : quatre boules 
rouges, trois boules vertes et deux boules noires.

Partie A. On tire simultanément et au hasard trois boules de l’urne.
1. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

𝐴 : « les trois boules tirées sont de la même couleur » ; (0,75 pt)

𝐵 : « exactement une des boules tirées est rouge » ; (0,75 pt)

𝐶 : « au moins une des boules tirées est noire ». (0,75 pt)

2. Soit 𝑋 la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges tirées.
(a) Déterminer la loi de probabilité de 𝑋. (1,25 pt)

(b) Calculer l’espérance mathématique 𝐸(𝑋). (0,5 pt)
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Partie B. On tire maintenant successivement et sans remise deux boules de l’urne. On note 𝑅1 
l’événement « la première boule tirée est rouge » et 𝑅2 l’événement « la deuxième boule tirée 
est rouge ».
1. Calculer 𝑃(𝑅2 | 𝑅1) puis 𝑃(𝑅1 ∩ 𝑅2). (0,5 pt)

2. En utilisant la formule des probabilités totales, calculer 𝑃(𝑅2). (0,5 pt)

Problème d’analyse

Exercice 3 (10 points). Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒−𝑥 + 1,

et (𝒞︀) sa courbe dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖,⃗ 𝑗)⃗ (unité : 2 cm).

Partie A : étude de la fonction.

1. (a) Calculer lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) et interpréter graphiquement le résultat. (0,5 pt)

(b) Calculer lim𝑥→−∞ 𝑓(𝑥). (0,5 pt)

(c) Calculer lim𝑥→−∞
𝑓(𝑥)
𝑥  et interpréter graphiquement le résultat. (0,5 pt)

2. (a) Montrer que pour tout réel 𝑥 : 𝑓 ′(𝑥) = (2 − 𝑥)𝑒−𝑥. (0,5 pt)

(b) Dresser le tableau de variations de 𝑓 . (0,5 pt)

3. Étudier la position relative de (𝒞︀) et de la droite (𝐷) d’équation 𝑦 = 1. (0,5 pt)

4. Montrer que la courbe (𝒞︀) passe par l’origine 𝑂 et déterminer une équation de la tangente (𝑇 ) 
à (𝒞︀) en 𝑂. (0,5 pt)

5. Calculer 𝑓″(𝑥) et montrer que (𝒞︀) admet un point d’inflexion 𝐼 dont on précisera les coordon­
nées. (0,5 pt)

6. Tracer (𝐷), (𝑇 ) et (𝒞︀). (0,25 pt)

Partie B : équation différentielle et calcul intégral.

1. Montrer que 𝑓 est une solution sur ℝ de l’équation différentielle (𝐸) : 𝑦′ + 𝑦 = 1 + 𝑒−𝑥. (0,5 pt)

2. (a) Montrer qu’une fonction ℎ dérivable sur ℝ est solution de (𝐸) si et seulement si la fonction 
ℎ − 𝑓 est solution de l’équation différentielle (𝐸0) : 𝑦′ + 𝑦 = 0. (0,5 pt)

(b) En déduire l’ensemble des solutions de (𝐸). (0,5 pt)

3. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que ∫1
0
(1 − 𝑥)𝑒−𝑥 d𝑥 = 1

𝑒 . (0,75 pt)

4. En déduire, en cm2, l’aire 𝒜︀ du domaine délimité par (𝒞︀), la droite (𝐷) et les droites d’équations 
𝑥 = 0 et 𝑥 = 1. (0,5 pt)

5. Calculer ∫1
0
𝑓(𝑥) d𝑥. (0,5 pt)

Partie C : suite récurrente. On considère la suite (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 1
2  et, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛).
1. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1. (0,75 pt)

2. (a) Vérifier que pour tout réel 𝑥 : 𝑓(𝑥) − 𝑥 = (𝑥 − 1)(𝑒−𝑥 − 1). (0,25 pt)

(b) En déduire que la suite (𝑢𝑛) est croissante. (0,5 pt)

3. Montrer que la suite (𝑢𝑛) est convergente et déterminer sa limite. (1 pt)
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